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STRESZCZENIE

W artykule zbadano efektywno$¢ prognoz sprzedazy duzej liczby wyrobéw otrzyma-
nych za pomoca dwéch metod: 1) prognozowania na podstawie mediany rozkladu gamma
oraz 2) mediany rozktadu gamma z wahaniami sezonowymi. Doktadno$¢ prognoz zbada-
no za pomoca btedéw ex post, takich jak btad Sredniokwadratowy (MSE — mean squared
error) wraz z jego dekompozycja oraz wspétczynnik Theila. Otrzymane wyniki wskazuja,
ze z punktu widzenia obcigzono$ci oraz elastycznosci lepsze prognozy otrzymano na podsta-
wie mediany rozktadu gamma z wahaniami sezonowymi.

Stowa kluczowe: prognozowanie sprzedazy w przedsigbiorstwie, prognozowanie na podsta-
wie rozktadu gamma, wahania sezonowe.

Wprowadzenie

W gospodarowaniu zapasami w przedsigbiorstwie jedna z najwazniejszych rze-
czy jest prawidtowa ocena wielkosci i rozktadu zapotrzebowania. W zaleznos$ci od
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tego, czy planuje si¢ zapasy dystrybucyjne, czy zapasy produkcyjne, nalezy stoso-
wa¢ metody prognozowania popytu niezaleznego badz popytu zaleznego [Sarjusz-
-Wolski, 2000]. Popyt zalezny wynika z planow produkcyjnych i najczesciej jest
prognozowany za pomoca réznych systeméw planowania potrzeb materialowych
i podobnych (MRP, MRP 11, ERP, efc). Z kolei popyt niezalezny wynika z zapotrze-
bowania zglaszanego przez odbiorcow i ustala si¢ go za pomoca metod prognozowa-
nia sprzedazy’. Mozna je podzieli¢ na trzy duze grupy:

— prognozowanie na podstawie metod analizy szeregéw czasowych,

— prognozowanie z wykorzystaniem ekonometrycznych modeli przyczynowo-

-opisowych,

— prognozowanie z uzyciem rozktadow.

O ile w przypadku pojedynczych produktéw zasadne jest podejscie indywidu-
alne, o tyle dla przedsigbiorstw majacych w ofercie tysiace produktéw konieczne
jest zaprojektowanie systemu prognoz, ktéry bedzie automatycznie klasyfikowat
szeregi statystyczne i przyporzadkowywatl im odpowiednia metodg prognozowania.
Zaleta takiego podejscia jest mozliwos¢ szybkiego wyznaczenia prognoz wielkosci
sprzedazy dla wielu produktow, glowna za$ jego wada — fakt stosowania podobnych
metod dla wielu produktéow w danej klasie, co w indywidualnych przypadkach moze
pogarsza¢ prognozy.

Do prognozowania najczgséciej stosowane sg metody oparte na analizie szere-
gow czasowych (modele trendu, modele wygtadzania wyktadniczego) oraz mode-
le ekonometryczne. Stosunkowo rzadko prognozuje si¢ na podstawie rozktadow,
co w wielu przypadkach jest uzasadnione. Z analizy sprzedazy produktéw wyni-
ka, ze czesto wystepuja sytuacje, w ktorych obserwuje si¢ nieciagtos¢ sprzedazy
(czyli istnieje wiele okresow, w ktorych zapotrzebowanie nie wystgpuje, a po nich
sa okresy wystgpowania sprzedazy). Ksztaltowanie si¢ sprzedazy w czasie czg¢sto
nie wykazuje istotnych prawidtowosci, poniewaz nie mozna zazwyczaj znalez¢ na
tyle dobrych zmiennych objasniajacych, aby zbudowa¢ model ekonometryczny
o pozadanych wtasno$ciach prognostycznych. W takich sytuacjach w sukurs przy-
chodzi analiza rozktadéw wielko$ci sprzedazy produktéow. Prognozy mozna spo-
rzadza¢ na podstawie pewnych parametrow rozktadow, zarowno empirycznych,
jak i teoretycznych.

! Przeglad zastosowan wybranych metod prognozowania zawieraja m.in. nastgpujace prace [Ba-
tog, Forys, 2009; Gnat, 2008; Theil, 1961].



KRrzyszror DMYTROW, MARIUSZ DoszyN
PROGNOZOWANIE SPRZEDAZY Z ZASTOSOWANIEM ROZKLADU GAMMA. ..

29

W artykule do budowy prognoz wielkosci sprzedazy wykorzystano rozktad
gamma. Powodem takiego wyboru jest fakt, ze jest to najczesciej wystepujacy roz-
ktad zapotrzebowania w gospodarce zapasami [Calczynski, 2000]. Nawet w sytu-
acjach, gdy rozklad zapotrzebowania nie jest znany, to rozklad gamma jest wskazy-
wany ze wzgledu na swoja uniwersalnosé. Za jego pomoca mozna opisa¢ zarowno
rozktady zblizone do symetrycznych, jak i najczgsciej wystepujace rozktady prawo-
stronnie asymetryczne. Ponadto wiele rozktadoéw to szczegolne przypadki rozktadu
gamma [Tadikamalla, 1984].

1. Opis wykorzystanych danych i procedur

W przeprowadzonym badaniu poréwnano efektywno$¢ prognoz ex post
sprzedazy na dwanascie miesigcy wyznaczonych na podstawie mediany rozkla-
du gamma z tymi samymi prognozami, skorygowanymi dodatkowo w kazdym
miesigcu o wahania sezonowe. Wykorzystane dane statystyczne odnosza si¢ do
przedsigbiorstwa, w ktorego ofercie znajduje si¢ ponad 12 tys. produktéw. Zbu-
dowana baza danych zawiera informacje o miesi¢gcznych wielko$ciach sprzedazy
za okres od maja 2009 roku do sierpnia 2013 roku (52 miesiace). Nalezy za-
znaczy¢, ze dtugos¢ szeregow czasowych dla poszczegdlnych produktow cze-
sto jest r6zna. Niektore produkty byly w ofercie przez caty analizowany okres,
a niektore wprowadzono po6zniej. Badano tylko te produkty, ktore znajduja si¢
obecnie w ofercie przedsigbiorstwa. Ostatnie 12 miesigcy (od wrzesnia 2012 roku
do sierpnia 2013 roku) byly okresem empirycznej weryfikacji prognoz. Sposrod
produktéw wybrano jedynie te, ktore byly w ofercie przynajmniej przez 24 mie-
siace, do sierpnia 2012 roku wlacznie (czyli przynajmniej od wrzesnia 2010 roku)
oraz te, dla ktérych miesigczna czgstos¢ sprzedazy (udzial miesiecy z dodatnia
wielkoS$cia sprzedazy we wszystkich miesiacach badanego okresu) byta rowna 1.
Produkty byly wiec sprzedawane w kazdym miesiacu od pojawienia si¢ sprzeda-
zy. Dla mniejszej czgstosci sprzedazy rozktady charakteryzowatly sig silng asyme-
trig prawostronna, a kazda dodatnia warto$¢ znajdowala si¢ praktycznie w ogonie
rozktadu.
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Do danych wybranych w przedstawiony sposéb dopasowano dwuparametro-
wy rozktad gamma opisany nastgpujaca funkcja gestosci [Krysicki, Bartos, Dyczka,
Krolikowska, Wasilewski, 2000]:

FOod) =g (1)

T'(n)

gdziex>0, A>0,7>0.
Parametry ksztattu (\) oraz skali () wyliczono nastepujaco:

=2

X
A= S%(x) @
p=> ()
X

Zgodnos¢ rozktadu sprzedazy z rozktadem gamma weryfikowano na podstawie
nieparametrycznego testu Locke’a, w ktorym przyjmuje sig, ze parametry rozktadu
nie sa znane. Test ten odwotuje si¢ do nastgpujacej zasady: jezeli zmienne X1 Y sa
niezalezne to zmienne X/Y i X + Y sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy maja roz-
ktad gamma [Locke, 1976; Shapiro, Chen, 2001]. W teécie tym proba dzielona jest
losowo na dwie podproby o takiej samej liczebnosci n. W przypadku nieparzystej
liczby obserwacji jedna z nich jest losowo pomijana, co moze przyczynia¢ si¢ do
tego, ze kolejne zastosowania tego testu moga prowadzi¢ do nieznacznie rdzniacych

sig¢ wynikow. W kolejnym etapie tworzone sa pary nastgpujacych zmiennych: U,

-1 2 i

=X,  TX,; V,=max {&,L} Niezalezno$¢ zmiennych U, i V, bada sig na
2i 2i-1
podstawie wspotczynnika korelacji rang Kendalla [Locke, 1976].

Prognozowanie na poziomie mediany rozktadu gamma ma t¢ wadg, ze dla
danego szeregu czasowego wartos¢ zmiennej jest taka sama w kazdym prognozo-
wanym okresie. Mimo ze tak wyznaczone prognozy sa na ogét nieobciazone, to
sa nieelastyczne. Postanowiono zatem poréwnac prognozy wyznaczone na podsta-
wie mediany rozkladu gamma z ta sama mediang skorygowana w kazdym miesiacu
o wskaznik sezonowos$ci wyznaczony dla dwoch ostatnich lat (wrzesien 2010 roku—
sierpien 2012 roku), na podstawie nast¢pujacego wzoru:
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Wi=—-,i=1,2,.

X,
— .12 4
M, ; (4)

gdzie
X, — Srednia wielko$¢ sprzedazy w i-tym miesigcu w okresie wrzesien 2010
roku-sierpien 2012 roku,
M — mediana sprzedazy w okresie wrzesiefi 2010 roku-sierpien 2012 roku.

Wyliczone za pomoca wzoru (4) wskazniki oczyszczono wspotczynnikiem ko-
rygujacym, tak azeby ich suma wyniosta 12. Wspotczynnik korygujacy k obliczono
wedlug nastgpujacego wzoru:

k=— (5)

Oczyszczone wskazniki sezonowosci oblicza si¢ za pomoca nastgpujacego wzoru:
W =Wk (©)

Nastepnie prognozg wyznaczong na podstawie mediany rozktadu gamma (M) kory-
guje sig 0 oczyszczony wskaznik sezonowosci nastepujaco:

R=W’'-M (7)

Doktadnos¢ prognoz zbadano za pomoca wspolczynnika Theila U oraz dekom-
pozycji btedu sredniokwadratowego prognoz (MSE). Wspoétczynnik Theila liczy si¢

2
nil()’.v,rﬂ —Vra j
U= T=n+l Yr
- 2
”f[ym —yT] )

T=n+l Yr

nastgpujaco [Theil, 1966]:

gdzie:
T — numer okresu prognozowanego,
k — liczba prognozowanych okresow,
n — dlugos¢ przedziatu czasowego proby,
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Vpr., —Drognozaw okresie I'+ 1,
VpY ., — Wartosci empiryczne zmiennej prognozowanej w okresach T oraz

T+1.

Wspblczynnik U ma wartosci dodatnie. Jezeli jego warto$¢ przekroczy 1, to lep-
sze prognozy od analizowanego modelu dawatby model naiwny (taki, ze y,., , = y,).
Sredniokwadratowy btad prognoz liczy si¢ nastepujaco:

n+k

Z (yT_yPT)2

MSE ==+ ©)
k
Blad ten ulega dekompozycji na trzy wspotczynniki [Theil, 1966]:
MSE:(J_’N -V ] +(sp—rs; ) +(]—r‘)s; (10)
obcigzonosé regresja zaklocenia

gdzie:
Vpr — wartosc¢ $rednia prognoz,
vy — wartos¢ Srednia wielko$ci empirycznych zmiennej prognozowane;j,

s, — odchylenie standardowe prognoz,

s, — odchylenie standardowe wielkosci empirycznych zmiennej prognozo-
wanej,

r  — wspolczynnik korelacji migdzy prognozami a wielkosciami empirycz-

nymi zmiennej prognozowane;j.

Dzielac obie strony roéwnania (10) przez MSE, otrzymamy udzial btedow wy-
nikajacych z obciazenia (U, ), regresji (U,) oraz zaktocen (U,) w Sredniokwadrato-

()7” —)7T)2 N (SP —rsT)2 . (l—rz)S? _q
MSE MSE MSE

wym btedzie prognoz:

(11)

Ze wzgledu na specyfike prognoz wyznaczonych za pomoca rozktadu gamma
(bez korekty o wahania sezonowe) nie mozna policzy¢ odchylenia standardowe-
go prognoz (s,,) oraz wspotczynnika korelacji migdzy prognozami i wielko$ciami
empirycznymi zmiennej prognozowanej (») (wariancja prognoz jest rowna zeru).
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Oznacza to, ze nie mozna obliczy¢ udziatéw regresji (U,) oraz zaktdcen (U,)
w bledzie MSE. Z tego powodu w przypadku dekompozycji, dla kazdej z metod
wyznaczono jedynie obciazenie prognoz.

2. Wyniki prognozowania rozktadéw

W przyktadzie empirycznym wstepnej analizie poddano miesigczna sprzedaz
12076 produktéw w okresie od maja 2009 roku do sierpnia 2013 roku. Prognozy bu-
dowano na podstawie rozktadu gamma oraz rozkladu gamma z korekcja ze wzgledu
na sezonowos¢, z wykorzystaniem danych dla pierwszych 40 miesigcy, a nastgpnie
wyznaczano prognozy ex post na kolejne 12 miesigcy. Jak wspomniano, dlugosci
szeregdw czasowych moga by¢ roézne (krétsze), jesli produkt byt wprowadzany do
oferty w podzniejszym okresie niz maj 2009 roku.

Prognozy budowano tylko dla tych produktéw, dla ktorych nie byto podstaw
do odrzucenia hipotezy o zgodnos$ci rozktadu zmiennej z rozktadem gamma. Zasto-
sowano nieparametryczny test Locke’a (poziom istotnosci o = 0,1). Jednocze$nie
brano pod uwagg tylko produkty o czestosci sprzedazy rownej 1, co oznacza, ze
od momentu pojawienia si¢ produktu w ofercie sprzedano go w kazdym miesiacu.
Minimalna przyje¢ta liczba obserwacji to 24 miesiace, czyli popyt na poszczeg6lne
produkty byt dodatni przez co najmniej ostatnie dwa lata. Wskazniki sezonowosci
wyznaczano na podstawie danych z ostatnich 24 miesigcy jako $rednig sprzedaz
w danym miesigcu podzielong przez mediang. Po uwzglednieniu tych kryteriow do
analizy przyjeto 448 produktow.

Do poréwnania efektywnosci prognoz ex post postuzono si¢ $redniokwadrato-
wym bledem absolutnym MSE oraz wspoétczynnikiem Theila (U). Dokonano rowniez
dekompozycji bledu MSE, poréwnujac obciazenie kazdej z metod oraz analizujac
udziaty pozostalych rodzajow btedow jedynie dla prognoz wyznaczonych na podsta-
wie mediany z korekcja ze wzgledu na sezonowos¢. Jak powiedziano, ze wzgledu na
zerowa wariancje prognoz wyznaczanych na podstawie mediany (bez korekcji o wa-
hania sezonowe), dokonanie petnej dekompozycji btedéw prognoz dla tej metody nie
jest mozliwe. Ksztaltowanie si¢ rozktadow bledow ex post wyznaczone na podstawie
kazdej z metod przedstawiono na rysunkach 1-5, natomiast statystyki pozycyjne blg-
dow zestawiono w tabeli 1. Ze wzgledu na silng asymetri¢ rozktadow analizowano
tylko miary pozycyjne. Kwartyle liczono na podstawie szeregdw szczegodtowych.
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Tabela 1. Statystyki opisowe btedow charakteryzujacych efektywno$¢ prognoz ex post wy-
znaczonych na podstawie rozktadu gamma oraz rozktadu gamma z korekcja
ze wzgledu na sezonowos$é

Rodzaj modelu Rodzaj btedu MSE U U, U, U,
Gamma 0, 510,168 0,615 0,003
M 1301,295| 0,790 0,014
0., 4385929 1,017 0,033
0 1937,880| 0,201 0,015 - -
v, 1,489 0254 1,046
A, 0,592 0,129 0,253
Gal}lma Z S€Zono- 0., 659,664 0,274 0,002 0,008 0,034
woserd M 1756,806] 0,549 | 0010 | 0022 | 0,049
0., 5492337| 1,247 0,026 0,034 0,066
0 2416,337| 0,487 0,012 0,013 0,016
v, 1,375 0,887 1,179 0,605 0,317
A, 0,546| 0,435 0,341 | -0,041 0,020

— brak mozliwos$ci obliczenia.

Zrodto: opracowanie wilasne.

Pierwszy kwartyl, mediana i trzeci kwartyl rozktadu btedu MSE mialy nizsze
wartosci w prognozach wyznaczonych na podstawie rozktadu gamma. Mozna zatem
stwierdzi¢, ze z punktu widzenia blgdu MSE nieco korzystniejsze prognozy daje me-
diana rozktadu gamma (bez korekcji ze wzgledu na wahania sezonowe). Pozycyjny
wspolczynnik zmienno$ci oraz asymetria rozktadu byly natomiast nizsze dla roz-
ktadu btedu MSE odpowiadajacego prognozom z wykorzystaniem rozktadu gamma
z korekcja ze wzgledu na wahania sezonowe, przy czym roznice byly tutaj niewiel-
kie. Rozktady bledu MSE w kazdym przypadku cechowaty si¢ silng asymetria pra-
wostronng z powodu wystgpowania wartosci ekstremalnych, czyli duzych wartosci
btedu prognoz dla pojedynczych produktéw (zob. rysunek 1).
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Rysunek 1. Rozktad btgdu MSE wyznaczonego na podstawie rozktadu gamma
oraz rozktadu gamma z korekcja ze wzgledu na sezonowosé
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Zrodto: opracowanie wlasne.

Za podstawowe kryterium do porownywania efektywnos$ci prognoz ex post
przyjeto pierwiastek ze wspotczynnika Theila (U). Jest to inna niz zazwyczaj stoso-
wana wersja tego wspotczynnika, przedstawiona w pracy [Theil, 1966]. Wspotczyn-
nik ten zastosowano dlatego, ze jego wlasnosci sa korzystniejsze niz wlasciwosci
najczgsciej uzywanego wspotczynnika, opisanego w pracy [Theil, 1961].

Parametry empirycznego rozktadu wspotczynnika Theila U nie prowadza do
jednoznacznych wnioskéw co do efektywno$ci pordownywanych metod. Pierwszy
kwartyl 1 mediana byly nizsze w prognozach obliczanych na podstawie rozktadu
gamma z uwzglednieniem wahan sezonowych. Trzeci kwartyl byt natomiast nizszy
w prognozach sporzadzonych na podstawie rozktadu gamma. Zmienno$¢ biedow
ex post oraz asymetria rozktadu bledow byly nizsze rowniez wtedy, gdy prognozy
nie byly korygowane o wskazniki sezonowosci. Swiadcza o tym pozycyjne miary
przedstawione w tabeli 1. Wykresy rozktadow btedéw poréwnano na rysunku 2.
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Rysunek 2. Rozktad wspotczynnika Theila (U) wyznaczonego na podstawie rozktadu
gamma oraz rozktadu gamma z korekcja ze wzgledu na sezonowos¢
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Zrddto: opracowanie wiasne.

Po dekompozycji bledu MSE porownano udzialy btedow wynikajacych z ob-
cigzenia prognoz. Z punktu widzenia tego rodzaju bledow nieco korzystniej ksztat-
tujq sig prognozy obliczone na podstawie rozktadu gamma z uwzglednieniem wahan
sezonowych, przy czym roznice te nie sa zbyt duze. Wszystkie wyznaczone kwar-
tyle rozktadu bledoéw sa nizsze dla prognoz z korekcja ze wzgledu na sezonowosc.
Zmiennos$¢ i asymetria rozktadu btedow natomiast maja nizsze wartosci dla prognoz
na podstawie mediany rozktadu gamma. Wnioski te potwierdza rozktad wspotczyn-
nika obciazenia (rysunek 3).

Jak wspomniano, prognozy wyznaczane na podstawie mediany rozktadu gam-
ma w calym okresie prognozowanym maja state wartosci, a wigc sa nieelastyczne
(wariancja prognoz jest rowna zeru). Dla tego typu prognoz nie mozna wyznaczy¢
btedow wynikajacych z ,regresji” i ,,zaktocen” prognoz (wzor (10)). Tego rodzaju
btedy natomiast poddano analizie dla prognoz korygowanych o wskazniki sezono-
wosci. Rozktady ich udzialow w MSE przedstawiono na rysunku 4 i 5.

Na podstawie analizy rozktadu wspoétczynnika U, wyznaczonego na podstawie
rozktadu gamma z korekcja ze wzgledu na sezonowos$¢ mozna stwierdzi¢, ze do-
minuja przedziaty o niskim poziomie tego wskaznika, co nalezy uznac¢ za zjawisko
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pozytywne. Z kolei rozktad wspoélczynnika U, §wiadczy o dos¢ znacznej jednorod-
nos$ci btedow prognoz wynikajacych z ,,zaktocen”.

Rysunek 3. Rozktad wspotczynnika obciazenia (U, ) wyznaczonego
na podstawie rozkladu gamma oraz rozktadu gamma
z korekcja ze wzgledu na sezonowosé
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Zrddto: opracowanie wlasne.

Rysunek 4. Rozktad wspotczynnika regresji (U,) wyznaczonego na podstawie rozktadu
gamma z korekcja ze wzgledu na sezonowosé
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Zrbdto: opracowanie wilasne.
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Rysunek 5. Rozktad wspotczynnika zaktocen (U,) wyznaczonego
na podstawie rozktadu gamma z korekcja
ze wzgledu na sezonowos$é
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Zrodlo: opracowanie wlasne.

Podsumowanie

Porownanie efektywnosci prognoz ex post wyznaczonych na podstawie media-
ny rozktadu gamma oraz mediany rozktadu gamma korygowanej o wskazniki sezo-
nowosci nie prowadzi do jednoznacznych wnioskow. Z punktu widzenia btedu $red-
niokwadratowego (MSE) nieco lepsze prognozy wyznaczono na poziomie mediany
rozkladu gamma. Z kolei wspotczynnik Theila nieznacznie ,,faworyzuje” metodg
z korekcja ze wzgledu na wahania sezonowe, szczegdlnie z punktu widzenia obcia-
zenia prognoz. Na korzys$¢ tej metody przemawia rowniez ich wigksza elastycznos¢
1 zazwyczaj mniejsza niezgodnos¢ kierunkéw prognoz i wartosci empirycznych. Re-
asumujac, efektywno$¢ kazdej z opisywanych metod zalezy od wtasciwosci zbioru
danych (wlasnosci szeregdw czasowych) i w kazdym przypadku powinna by¢ ana-
lizowana na przyktad za pomoca stosowanych w niniejszym artykule miar efektyw-
nosci prognoz ex post. Nalezy takze zauwazy¢, ze przedstawione metody mozna
wykorzysta¢ do prognozowania nie tylko zmiennych charakteryzujacych sprzedaz.
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SALES FORECASTING BASED ON GAMMA DISTRIBUTION WITH SEASONAL ADJUSTMENTS

Abstract

In the article efficiency of forecasts obtained by means of two types of method was analysed.
Forecasts were based on both median of gamma distribution and median of gamma distribution
with seasonal adjustments. To evaluate forecasts’ effectiveness such ex post errors of forecasts as
MSE (mean squared error) and Theil coefficient were applied. Decomposition of MSE was also
introduced. According to empirical results, with respect to unbiasedness and elasticity, forecasts
based on median of gamma distribution with seasonal adjustments seem to be more efficient.

Translated by Mariusz Doszyn

Keywords: sales forecasting, forecasting based on gamma distribution, seasonal adjust-
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