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ZWIAZKI MIEDZY WSPOLCZYNNIKAMI WRAZLIWOSCI W MODELU
WYCENY OPCJI GARMANA-KOHLHAGENA

Streszczenie

W teorii opcji czgsto zachodzi konieczno$¢ zbadania wrazliwosci ceny opcji na
zmiany niektorych parametrow: ceny instrumentu bazowego, czasu do terminu wyga-
$nigcia, zmiennosci oraz stopy procentowej. Matematycznie odpowiada to analizie
pochodnych czagstkowych ceny opcji wzgledem tych parametrow. Wspotczynniki te,
nazywane wskaznikami (literami) greckimi, okreslaja, jak zmienia si¢ warto$¢ poje-
dynczego czynnika ryzyka przy zalozeniu, ze wszystkie inne s3 state. Najwazniejszymi
wspotczynnikami greckimi sa: delta, gamma, theta, vega i1 rho. Celem artykuhu jest
zaprezentowanie wybranych zwigzkow miedzy wspotczynnikami wrazliwosci obliczo-
nymi dla wartoéci walutowej opcji kupna wyznaczonej na podstawie modelu wyceny
Garmana-Kohlhagena.

Stoewa kluczowe: opcje, model wyceny Garmana-Kohlhagena, wspotczynniki wrazli-
wosci.

Wprowadzenie

W teorii opcji czesto zachodzi konieczno$¢ zbadania wrazliwosci ceny
opcji na zmiany niektorych parametrow: ceny instrumentu bazowego, czasu do
terminu wygasnig¢cia, zmiennosci oraz stopy procentowej. Matematycznie od-
powiada to analizie pochodnych czastkowych ceny opcji wzgledem tych para-
metrow. Wspodtczynniki te, nazywane wskaznikami (wspotczynnikami) grecki-
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mi, okreslaja, jak zmienia si¢ warto$¢ pojedynczego czynnika ryzyka przy zato-
zeniu, ze wszystkie inne sg state. Najwazniejszymi wspotczynnikami greckimi
sa: delta, gamma, theta, vega i rho'.

1. Model Garmana-Kohlhagena

Do wyceny europejskiej opcji walutowej stosuje si¢ model Garmana-
-Kohlhagena, opisany nastepujacymi wzorami’:

c= Seir’(rft)N( d))-Xxe "IN (d,),

p= Xe”'“’N( d,)-Se" "IN (-d,),

(r -7, +J T-t) 0

>

+( -, —j(T—t) v ol

gdzie:
S — kurs waluty,
r, —stopa wolna od ryzyka w danym kraju,
r; — stopa wolna od ryzyka w kraju obcej waluty,
o — odchylenie standardowe stopy zwrotu liczonej dla kursu waluty,
¢ —wartos¢ europejskiej opcji kupna,
p — wartos$¢ europejskiej opcji sprzedazy,
X - cena wykonania opcji,
T —termin wygasnigcia,
t —termin biezacy.

! Wiecej na temat podstawowych wspolezynnikéw wrazliwosci w pozycji K. Jajuga, T. Ja-
juga, Inwestycje, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1998, s. 190-192.
2 I. Hull, Kontrakty terminowe i opcje. Wprowadzenie, WIG-PRESS, Warszawa 1999, s. 199.
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N(x) we wzorach (1) jest to warto$¢ dystrybuanty standaryzowanego roz-
ktadu normalnego dla argumentu x. Liczb¢ t=7 —¢ nazywa si¢ czasem do
wygasnigcia.

2. Wspotczynniki wrazliwosci w modelu Garmana-Kohlhagena

Wspolczynniki wrazliwosci sg pochodnymi czastkowymi ceny opcji
wzgledem zmiennych, od ktérych ona zalezy (tabela 1). Oprdcz pieciu podsta-
wowych: delta, gamma, theta, vega i rho w teorii opcji wykorzystuje si¢ row-
niez kilka innych. Sa to: speed, charm, color, volga, vanna, dual delta, dual

3
gamma, zomma .

Tabela 1. Wybrane wspotczynniki wrazliwosci

Greeks Call Put
delta @ a_p
oS oS
2 2
gamma dc op
s’ as®
vega % 6_p
0o 0o
theta @ = _@ a_p — _8_p
ot ot ot ot

3 Szerzej na temat wspotezynnikow wrazliwosci w pracach B. Stolorz, Analiza wspélczynni-
ka rho w modelu wyceny opcji Garmana-Kohlhagena, w: Rynek Kapitatowy. Skuteczne Inwesto-
wanie, t. I, W. Tarczynski (red.), Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu Szczecinskiego, Szcze-
cin 2007, s. 423-432; B. Stolorz, Dual delta i dual gamma — wspotczynniki wrazliwosci, w: Me-
tody ilosciowe w ekonomii, red. J. Hozer, ,,Studia i Prace Wydziatu Nauk Ekonomicznych i Za-
rzadzania” nr 15, Szczecin 2009, s. 189—198; B. Stolorz, Szybkosé, kolor i urok opcji, w: Metody
ilosciowe w ekonomii, J. Hozer (red.), ,,Studia i Prace Wydziatu Nauk Ekonomicznych i Zarza-
dzania” nr 11, Szczecin 2008; B. Stolorz, Volga i vanna — wspélczynniki wrazliwosci, w: Inwe-
stowanie na rynku kapitalowym, W. Tarczynski (red.), ,,Studia i Prace Wydzialu Nauk Ekono-
micznych i Zarzadzania” nr 10, Szczecin 2008, s. 172-179; B. Stolorz, Zomma — wspotczynnik
wrazliwosci opcji, w: Rola informatyki w naukach ekonomicznych i spotecznych. Innowacje
i implikacje interdyscyplinarne, Z. Zielinski (red.), t. 2, Wydawnictwo Wyzszej Szkoty Handlo-
wej, Kielce 2009, s. 310-315.
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Greeks Call Put
rho @ 6_p

or or
dual delta o P
oX oX

Zrbdto: opracowanie wlasne.

Poczatkowo modele wyceny opcji odnosity si¢ tylko do rynku akcji, gdzie

do obliczenia wartosci opcji stosowano wytacznie krajowe stopy procentowe.

Od momentu pojawienia si¢ opcji walutowych zaczgto okre$lenia rho uzywac

rowniez do pochodnych wartos$ci opcji wzgledem zagranicznych stép procen-

towych®. Stad tez w modelu wyceny opcji walutowych Garmana-Kohlhagena
pojawiaja si¢ wspolczynniki rhos 1 rho,, ktoére odnosza si¢ odpowiednio do za-
granicznej i krajowej stopy procentowe;.

Tabela 2. Wybrane wspotczynniki wrazliwosci w modelu Garmana-Kohlhagena

dla opcji kupna
Greeks Model wyceny opcji Garmana-Kohlahagena (call)
delta e ""N(d,)
L N'(d)

f
gamma e —SG \/;
vega Se™" N'(d, W

. SN'(d )G e e
theta — ?—rd)(e N(d,)+rSe "N (d,)
rhoy Xz'e_r“N(dz)
rhoy — Ste " N(d, )
dual delta —e " N(d2 )

Zrodto: opracowanie wlasne.

4 R.M. Korona, Niedoceniana reszta, ,,Bank” 1999, nr 7, s. 67.
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3. Wybrane zwiazki miedzy wspoétczynnikami wrazliwosci w modelu Garmana-
-Kohlhagena

Miedzy wspolczynnikami wrazliwosci zachodza pewne zaleznosci, ktore
utatwiajg w znacznym stopniu skomplikowane obliczenia ich wartosci’. Zwiazki
te moga rowniez shuzy¢ do weryfikacji poprawnosci wykonanych obliczen.

Miedzy wspotczynnikami delta 1 dual delta istnieje zalezno$¢ nazwana
jednorodnoscia przestrzeni. Okreslona jest ona nastgpujacym wzorem:

c=S-delta+ X - dual delta 2)

gdzie c, S, X maja takie same znaczenia jak we wzorach (1).

Wspotczynniki theta, vega, rho, 1 rhos spetniaja warunek jednorodnos$ci
czasu okreslony nastgpujaco:

1
r-theta+56-vega+rd -rho, +r;-rho, =0 3)
gdzie o, r, 4, rymajg takie same znaczenia jak we wzorach (1).

Trzecia z prezentowanych w artykule zalezno$ci nazywana jest symetrig
stop procentowych. Jest to zwiazek wspotczynnikow rho, i rhos obliczonych dla
krajowej 1 zagranicznej stopy procentowej z czasem do wygasnigcia opcji 7
i ceng opcji ¢. Zalezno$¢ ta okreslona jest nastepujaco:

rhoy +rho, =—t-c “4)

gdzie 71 c maja takie same znaczenia jak we wzorach (1).

W tabelach 3-5 przedstawiono na hipotetycznym przyktadzie wszystkie
trzy opisane wyzej zaleznosci. Przyjeto, ze X =5, r;= 0,2, r, = 0,15, o = 0,2.
Rozpatrzono nastgpujace sytuacje opcji kupna: out-of-the-money (kurs waluty S
jest nizszy niz cena wykonania opcji X), at-the-money (kurs waluty S jest rowny
cenie wykonania opcji X) i in-the-money (kurs waluty S jest wyzszy niz cena
wykonania opcji X). Obliczenia wykonano, uwzgledniajac okres trzech i sze$ciu
miesiecy do wygasniecia opcji 7.

> Szerzej na temat zalezno$ci miedzy wspolczynnikami wrazliwosci w pracy J. Hakala,
U. Wystup, Foreign Exchange Risk: Models, Instruments and Strategies, Risk Books, London
2002, s. 3—14.
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Tabela 3. Jednorodno$¢ przestrzeni dla X =5, r,= 0,2, r,= 0,15, 0 = 0,2

out-of-the-money at-the-money in-the-money
§=2 §=5 §=8
e 3 6 3 6 3 6
Czas do wygasnigcia 7 e . e . .. L
miesigce | miesigey | miesigce | miesigey | miesigce | Miesigey
delta 0,00 0,00 0,54 0,56 0,96 0,93
dual delta 0,00 0,00 0,50 0,49 0,95 -0,90
S -delta + X - dual delta 0,00 0,00 0,22 0,32 2,95 2,90
c 0,00 0,00 0,22 0,32 2,95 2,90

Zrbdto: opracowanie wlasne.

Tabela 4. Jednorodno$¢ czasu dla X=5,r,=0,2, 7= 0,15, 0 = 0,2

out-of-the-money at-the-money in-the-money
S§=2 S=5 §=38
e 3 6 3 6 3 6
Czas do wygasnigcia 7 . . L L L .
miesigce | miesigcy | miesigce | miesigcy | miesigce | miesiecy
theta 0,15 0,10 0,42 0,29 0,17 0,05
vega 0,38 0,52 0,82 1,09 0,93 1,27
rhoy 0,00 0,00 0,63 1,23 1,19 2,26
rhoy 0,00 0,00 -0,69 -1,39 -1,93 -3,71
1
T -theta + —o - vega +
2 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
7, -rho, +r, -rho,

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Tabela 5. Symetria stop procentowych dla X=35,r;=0,2,7,=0,15, o = 0,2

out-of-the-money

at-the-money

in-the-money

§=2 §=5 §=8
czas 3 6 3 6 3 6
do wyga$nigcia 7 | miesigce | miesigcy | miesigce | miesigce | miesigce | miesigcy
rhog 0,00 0,00 0,63 1,23 1,19 2,26
rhos 0,00 0,00 0,69 -1,39 -1,93 =3,71
rhog+ rhos 0,00 0,00 0,06 -0,16 0,74 -1,45
-1C 0,00 0,00 -0,06 0,16 0,74 -1,45

Zr6dto: opracowanie wlasne.
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Podsumowanie

Umiejetnos¢ prawidlowej analizy wspotczynnikdéw greckich jest niezbedna
przy tworzeniu réznorodnych strategii opcyjnych. Ich skuteczno$¢ jest uzaleznio-
na od prawidtowego odczytania wptywu poszczegdlnych parametrow na wartosé
opcji. Stad tez wazne jest doktadne obliczenie wartosci wspotczynnikow wrazli-
wosci. Opisane w artykule zalezno$ci pozwalajg na zweryfikowanie przeprowa-
dzonych obliczen, a takze dzieki odpowiednim przeksztatlceniom rownan (2), (3),
(4) umozliwiajg szybsze obliczenie wybranych wspotczynnikow.
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RELATIONS AMONG SENSITIVITY COEFFICIENTS IN THE GARMAN-KOHLHAGEN OPTION
PRICING MODEL

Summary

Option theory often requires testing the option price sensitivity to changes of such
parameters as underlying instrument prices, time to maturity, volatility and an interest
rate. In mathematical terms it means the analysis of option price partial derivatives
relating to these parameters. Such coefficients, known as Greeks, describe how the
value of an individual risk factor changes on the assumption that all the others are con-
stant. The most important Greeks are delta, gamma, theta, vega and rho. The aim of the
paper is to present some relations among sensitivity coefficients calculated for a call
option determined according to the Garman-Kohlhagen pricing model.

Translated by Beata Bieszk-Stolorz

Keywords: option, Garman-Kohlhagen pricing model, sensitivity coefficients.
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