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WYBRANE PROBLEMY DOTYCZACE OPTYMALIZACJI
FUNKCJI UZYTECZNOSCI

STRESZCZENIE

W artykule ukazano niektore aspekty optymalizacji warunkowej funkcji uzytecz-
nosci dwoch zmiennych, przy zatozeniu, ze warunki ograniczajace maja charakter li-
niowy. Wybor warunkowego ekstremum funkcji uzytecznosci zwigzany jest z faktem,
ze zasoby zawsze sg ograniczone. Ponadto zinterpretowano optymalng warto$¢ mnozni-
ka Lagrange’a. Wykazano, ze aby zoptymalizowa¢ swoja funkcj¢ uzytecznosci, inwe-
stor musi sprawi¢, by nachylenie jego linii budzetu bylo takie samo, jak nachylenie
warstwicy jego funkcji uzytecznosci w pewnym punkcie, co — jak sprawdzono — zacho-
dzi w takim punkcie krzywej uzytecznosci, w ktorym krzywa ta jest $cisle wypukla
ku dotowi.

Stowa kluczowe: funkcja uzytecznosci, optymalizacja warunkowa, optymalna wartosé¢
mnoznika Lagrange’a.

Wprowadzenie

Funkcja uzytecznos$ci jest waznym przyczynkiem decydujacym o prefe-
rencjach zakupow, jednak jej wyznaczenie nie jest sprawa prostg. Preferencje
inwestorOw mozna sprawdzi¢ metoda ankietowa. Powstaje jednak pytanie, jak
z przebadanych preferencji efektywnie zbudowa¢ funkcje uzytecznosci? Jest to
wcigz trudny problem teoretyczny. Mozna, oczywiscie, aksjomatycznie zdefi-
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niowac¢ funkcje uzytecznosci, a nastgpnie z natozonych warunkéw sprobowac
znalez¢ jej ksztalt.

Zatézmy, ze inwestor moze dokonywaé¢ wyboru sposrod dwu rodzajow
dobr x 1y, przy czym niech dobra te posiadajg dodatnig funkcje krancowej uzy-

tecznosci, to znaczy (Z—U >0 oraz Z—U > 0. Ponadto niech ceny obu débr beda
X v

okreslone przez rynek, to znaczy beda dobrami egzogenicznymi, oraz sita na-
bywcza inwestora dana bedzie wielkoscia B. Zajmiemy si¢ maksymalizacja
gladkiej funkcji uzytecznosci postaci U = U(x,y)' przy ograniczeniu budzeto-
wym inwestora danym réwnaniem:

xP +yP, =B (D)
gdzie:
P_—cena dobrax,

P, — cena dobra y.

W tym celu rozpatrzmy funkcje Lagrange’a’:
F=U(x,y)+ A(B—xP,— yP)) 2)

Warunkiem koniecznym do tego, aby w punkcie (X,y) istniato ekstre-

mum funkcji U = U(x,y), przy zalozeniu, ze X i J spelniajg rownanie

f(x,y)=B—xP,—yP, =0, jest to, by istniata taka liczba A, zeby punkt
(x,y, A ) stanowit rozwiazanie ukladu rownan:

F F
OF 0 F g %y 3)
oA oy ox

Jezeli ponadto dla (X, 7, ) ) wyrazenie:

' Zob. E. Panek, Ekonomia matematyczna, Wydawnictwo AE w Poznaniu, Poznan 2000,
s. 50.

2 Zob. G.M. Fichtenholz, Rachunek rozniczkowy i catkowy, t. I, PWN, Warszawa 1985,
s. 416.



HENRYK KOWGIER
WYBRANE PROBLEMY DOTYCZACE OPTYMALIZACJI FUNKCJI UZYTECZNOSCI

227

of \»,0°U azf 6fg U Lo f
( ) ( o ) 8x ay(ayax l@y@x
(6f) (8 U _ 6 f)

)+
4)

jest ujemne, to w punkcie (X,y) funkcja U = U(x, y) posiada maksimum.
Nietrudno zauwazy¢, ze gdy W < 0 warunek (4) w naszym przypadku re-

dukuje si¢ do nierownosci:
2 2 2

P’ a(fuﬁjaU 2P.P ou

Toox oy’ Y oxdy

ol f ol f o’ f
ox’ 6y8x oy’

Gradient funkcji celu, ktory jest gradientem funkcji uzytecznosci, informu-

poniewaz =0, gdzie (P,,P,) jest uktadem cen.

je nas o sile wzrostu, za$ gradient ograniczen ukazuje, jak hamowany jest ten
wzrost. Mnoznik A pokazuje, o ile wzrost przewyzsza hamowanie. W naszym
przypadku, przy ograniczeniu liniowym A moéwi nam tez o tym, ile zlotych
wydajemy na przyrost jednostki uzytecznosci (zadowolenia).

Interpretacja ekonomiczna optymalnej warto$ci mnoznika Lagrange’a

Wracajac do uktadu réwnan (3), warunek konieczny na ekstremum
funkcji U = U (x, y) mozemy napisac jak ponizej:

aF—B xP,—yP, = OAa—F:a—U—/IP—O aan—U—/lP =0 (5
oA ox  Ox oy 0Oy
Wyznaczajac z dwoch ostatnich rownan A, otrzymujemy:
8U/5x:5U/8y=/1 ©)
p P

Z powyzszego rownania wynika, ze aby zmaksymalizowa¢ uzytecznosc,
inwestor musi tak rozdzieli¢ swoj budzet, aby dla kazdego rodzaju débr propor-
cja miedzy uzytecznoscia krancowa i ceng byla taka sama. Zatem w optymal-

nym potozeniu rownowagi proporcje te powinny mie¢ wspdlng wartos¢ A .
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Zastand6wmy si¢, czym w sensie ekonomicznym jest A. Jak si¢ przekonamy
za chwile, A mierzy wrazliwo$¢ rozwigzania optymalnego Zz =U(X,V)
na zmiang budzetu inwestora. Oznaczmy dodatkowo: ¢(x,y)=xP, + yP,.

Wowczas uktad (5) mozemy napisa¢ w postaci rownowaznej:

a—F_B P(x,y) = OAa—an—U—/Ia—(pz A@_F_@_U_/Iﬁgo 0 ()
oA ox Ox ox oy Oy oy

Zauwazmy, ze kazde z rownan uktadu (7) mozna przedstawic jak ponizej:

FY(A,x,y,B)=0 (i=1,2,3) (8)
Rozpatrzmy jakobian:
aF(l) aF(l) aF(l) 0 _% %
oA ox oy ox oy
(2) (2) (2) 2 2 2 2
|J|:8F OF'” OF Jp 8(2]_/16420 6U_28¢) ©)
oA ox oy ox  Ox ox~  Oyox 0yox
OFY oF® oF?| | op U . o U /lazgo
oA x  y y yx  x oy’

Niech ponadto |J| # 0. Wtedy mozemy wyrazi¢ 1,%,7 jako funkcje
uwiktane parametru B’:
y =Jy(B) (10)

gdzie

%

B= (0()6,}) /\—()C y) P

oU . ~0Q
xaj;) = 0/\—()(,',5/1)—/1—()(:,)7) =0 (11)
oy oy

Warto$¢ Z zalezy od 1,%, 7, zachodzi wigc:

% = U<>75>+Z(B—(p(f,y»

(12)

3 Zob. H. Kowgier, Wykorzystanie analizy statyki poréwnawczej w niektérych problemach
dotyczqcych funkcji uzytecznosci, ,,Przeglad Statystyczny”, t. 55, z. 4, Dom Wydawniczy ,,ELIP-
SA”, Warszawa 2008, s. 104.
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Na mocy (12) mozemy potraktowa¢ z jako funkcje B. Zatem mamy:

& _oudi oUdy
0B 0Ox dB 0oy dB

(a_U_,i% ﬂjL(a_U_ 709 d_y+{3_¢(g,j})}ﬁ+,{=,{,
ox ox dB oy oy dB dB

+{B—¢(x,ﬁ)}j—§+i{1——x;———}=

. .= oU . .
wobec zaleznosci (11), wiec 4 = a—B, to znaczy optymalna wielko$¢ mnozni-

ka Lagrange'a moze by¢ interpretowana jako krancowa wielko$¢ uzyteczno$ci
pienigdza przy maksymalizacji uzyteczno$ci przez inwestora.

Interpretacja wyrazenia W
Zastanéwmy si¢, czym jest wyrazenie W dane wzorem (4). W tym celu
oznaczmy:
Z = U(xy)
Wtedy rézniczka zupetna funkcji uzytecznosci dana jest wzorem:

oU oU

deadx+gdy (13)
oraz zachodzi:
4z = d(%—(;dx+%—g ) :%(%—de+%—gdy)dx+%(%—(;dx+%—gdy)dy _
(881(2] dx + g;gy +%—[y]ag§) dx + <§;§i dx + 881(2] y+%—ga%y))dy -
U + 82—dedy + v

ol ox0oy oy
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2 2
D) e+ OY ey + CY 2 1 OY 0D g, ODY) oy

ox Byox P o ox £y
2 2 2
Y 132 +29Y gy + T g2 4
o 2 oy Py
oU 82U 82U o°U oU
———11 dy) = d +2 dxdy + dy? +—d?
(dy)= yox Y T r Y T Y

Jak nietrudno zauwazy¢, wyprowadzona powyzej rownos$¢ nie jest for-
ma kwadratowa wobec wystepujacego na koncu skladnika, ale da si¢ ja
sprowadzi¢ do formy kwadratowej (19), ktéra bgdzie nam potrzebna w dal-

szych rozwazaniach.
Wobec definicji funkcji f{x, y) otrzymujemy:

df=0oraz d(df)=d>f=0.

Na mocy ostatnich rozwazan mozemy napisac:

2 2
d2f=a]:dx2+2ﬂx afcly +@d2y 0
ox 0yox oy’ oy
Przeksztalcajac rownos¢ (14), mamy:
d2y= (afd +2afdd +afd )(f)

ox’ 0yox oy ?
Zatem uwzgledniajac zaleznos¢ (15), otrzymujemy:

oU

U FU., U Fflac
d*Z=—d+ 22— MO g2
2 5 T Y S e
& f 1 oyix PF 107
2 éf/é‘y b~ Ty )
QUINEL13P), 5 . 2 PU_(@UIDNES /)
&y X018, {ay OO ey +

oU  ©@U/)NOf197°)
[ 4

(14)

(15)

(16)
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Z réwnosci (16) uzyskujemy:

_oU/dy oU/dy -
P ofldy

y

Uwzgledniajac wlasnos¢ (17), mozemy napisac:
0’z o*U o f
T AT
ox~ Ox Ox
0°Z U _iazf _0Z

= , (18)
Ox0y OxOy  0Ox0y Oyox
0’z o'U ,0*f
T ASS
- Oy oy
Wobec rownosci (18) zaleznos¢ (16) przyjmuje postac:
2 2 2
d’Z = oz —dx’ +2 o'z dxdy + oz afy2 (19)
e XOy oy

Powyzsze rownanie jest forma kwadratowa rozniczek dx i dy. Aby si¢

przekona¢ o tym, czy jest to forma kwadratowa dodatnio (ujemnie) okreslona
przeksztatémy te forme przy warunku liniowym:

df = o ——dx+— o dy=0. (20)
ox oy

Z wtasnosci (20) wynika:

e,
of loy
oraz
FL 0 (OZ e, DL o lix ., 07 &2z
d’Z="Z"dx* + dx dx 2 dxr =2
#Z " " ™ e Cria® Tt e

o o L s o FL Y 0 LAY FL G dF
a5 ) -2y =0

o) @xay@x@y Yot ey
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Forma kwadratowa dZ jest ujemnie okrelona, gdy wyrazenie:

0°Z of , 828f8f 0°Z of ,
—— 0 21
o’ (Oy) Ox0y Ox 6‘y oy’ (6‘ Vi< -

Zauwazmy, ze (21) da si¢ przedstawi¢ jako warto$¢ przeciwna nastepuja-

{

cego wyznacznika:

. ¥
Ox oy
v Y| gaoz gor gadr_aor_ad
0 0°Z 07 |=—
oL 22 3%y aax T5aen 93 o

ox Ox>  0x0y
of 0’z 0°Z
oy 0Oyox oy’

A @"az of ,0Z
0yox (x (y o’ (22)

Wyrazenie (21) po uwzglednieniu rownosci (18) przyjmuje postac:
OZZ(Gf)Z B 0*Z of of 822(8f)2 _
oy 8x8y Oox 0y Oy* Ox

(ZZU f f (62U iazf)éngr
X ox0y  OxOy Ox Oy
o’U 6 .0
%y ay)(

Z powyzszego wynika, ze funkcja U(x, y) posiada maksimum w pewnym
punkcie (X,), gdy wyznacznik (22) jest dodatni. Wyznacznik (22) nazywamy

obrzezonym hesjanem.

Warunek optymalizacji funkcji uzytecznosci przy danym budzecie inwestora

Warunek (6) po przeksztatceniu mozemy napisa¢ jak ponize;j:

oUlox P
= (23)

oU/ay P,
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Krzywa uzytecznosci, jak pamigtamy, odpowiada kombinacji x i y, dla kto-
rych poziom uzytecznosci jest ustalony. Zatem zachodzi:
oU oU
dU =—dx+—dy =0 (24)
ox oy
Z réwnosci (24) wynika:
dy _ oU /ox 25)
dx oU /oy

wiec nachylenie krzywej uzytecznosci d_y jest rowne liczbie przeciwnej do
X

ilorazu uzytecznosci krancowych.
d
Wobec tego, ze _8U > 0, _6U > (0 otrzymujemy —y<0. Z drugiej
Ox oy dx

/Ox

strony, poniewaz wielkos¢ jest liczba przeciwng do nachylenia krzy-

wej uzytecznosci, to reprezentuje krancowa stope substytucji dwu dobr.

Rysunek 1. Nachylenie linii budzetu i krzywej uzytecznosci

Krzywe uzytecznosci

Linia budzetu
Yifp—————

Zrbdto: opracowanie wilasne.
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Korzystajac z rownosci (1), mamy:

y=ote (26)
b B

Stad wida¢ juz, ze liczba —5 przedstawia nachylenie linii budzetu
y
w uktadzie x y.

Z powyzszego wynika, ze w celu zmaksymalizowania uzyteczno$ci inwe-
stor powinien tak dysponowaé¢ swoim budzetem, aby nachylenie linii jego bu-
dzetu byto réwne nachyleniu pewnej krzywej uzytecznosci. Na rysunku (1) jest
to spelnione w punkcie M, gdzie linia budzetu jest styczna do pewnej krzywej
uzytecznosci. Wykazemy obecnie, ze jezeli hesjan obrzezony:

L
2 2 2 2 2
ox 0yox 0yox ox ox
o’U  oU
B, 2
oxoy Oy

to w punkcie M mamy $cista wypukto§¢ krzywej obojetnosci nachylonej ku
2

dotowi. W tym celu nalezy udowodnié, ze p g} > 0.
X

Ze wzoru (25) mamy:

dy  oU/éx
dx  oU/oy’
wiec
d @U oU _d U ou
dzy:i(_éU/Gx):_dx Ox 0y dx 0Oy Ox 27)
dx*  dx oU/dy (é‘iU)z
oy

na mocy wzoru na pochodng ilorazu dwoch funkcji.
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Ponadto wobec tego, ze pochodne czastkowe sa funkcjami rowniez dwoch
zmiennych, mamy:

d oU 82U o*U dy d oU, 0°U 0*Udy
_(_) = 2 ) + 2 7 (28)
dx Ox~ Ox axay dx dx oy~ 0Ox0y Oy dx
. : Cody g ,
Uwzgledniajac to, ze zachodzi rowniez d_ = ——, otrzymujemy:
x
y
_iﬁﬂ) o'U oU P doU U aUP 29)
ox®  oxoy P dx 0Oy 8y8x oy’
Podstawiajac (29) do réwnania (27), uzyskujemy:
°U_&U POU U FU _FUP,
d’y ox> oxoy P, oy ox Oyox o' P
=— - - (30)
dx’ (8£)2
oy
Z drugiej strony:
oUu/ox _ P, . 0U U P 90U _ 6(8U£) U P,
Uiy P ax oy P ox oy P, oxdy P

Podstawiajac powyzsze do wzoru (30), otrzymujemy:

oU o’'U  o°U oU P. oU o°U aUaUP

+
d’y oy ox>  oxdy oy P 0Ox Oyox oy’ ox P, _

- ou
(E)

dx?

oU o°U 6U6UP+6U6UP o’U oU P. P,

ay o’ axé‘y oy P, 0y oyox P, oy* oy P P
oUu
)
oy
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oU , o°U  o°U P, N o°'U P. U P’

oy ax’ +8x8yP oyox P, 0y° P2)

oU ,
(@)
_82U o°U o*U p2 R
ox’ oxoy “ oyt Y
aiU P? Y p2
7 o 7
2
Jezeli ‘H‘ >0, to d—f >0, bo 6_U > (0 oraz Py2 > 0. Odwrotnie row-
dx oy
2
d ); 7 >0 otrzymu-
oy
jemy, iz H|>0.

Posumowanie

Z powyzszych obliczen wynika, ze z optymalizacja funkcji uzytecznosci
danego inwestora zwigzana jest rdOwniez pewna optymalna wartos¢ mnoznika
Lagrange’a, jak rowniez warunek dotyczacy jego budzetu. W punkcie odpowia-
dajacym maksymalnej warto$ci funkcji uzytecznosci dana krzywa obojetnosci
jest $cisle wypukta ku dotowi.
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|
SELECT PROBLEMS RELATING THE OPTIMIZATION OF UTILITY FUNCTON
Summary

In the paper has been showed essential problems relating the conditional optimiza-
tion of utility function. In peculiarity: Optimum value of multiplier Lagrange’a was
interpreted and one introduced how can investor optimize one's function of utility.

Translated by Henryk Kowgier

Keywords: utility function, conditional optimization, optimum value of multiplier
Lagrange’a.
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