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O WYBRANYCH SPOSOBACH OPISU DYNAMIKI
EKONOMICZNYCH STRUKTUR PRZESTRZENNYCH

STRESZCZENIE

W artykule przedstawiono sposoby opisu struktur przestrzennych, ktoérych kon-
strukcja jest uzalezniona od charakteru badanych zjawisk. Zwrocono uwagg na rézno-
rodnos$¢ okreslen przestrzeni, ich rodzaje i cechy. Podano sformalizowany sposob iden-
tyfikacji struktur przestrzennych, ktéra jest niezbedna do precyzyjnego interpretowania
zachodzacych w nich proceséw. Opracowanie zawiera pordwnawcze zestawienie moz-
liwosci opisu dynamiki zachowan w ekonomicznych strukturach przestrzennych przy
pomocy matematycznych modeli opisowych, w ktorych gtdwna role odgrywaja rowna-
nia r6zniczkowe, ré6znicowe i ekonometryczne.

Stowa kluczowe: ekonomiczne struktury przestrzenne, modele dynamiki.

Wprowadzenie

Przestrzen jest pojeciem, ktore na ogdt rozumiane jest intuicyjnie. Jednak
w wiekszosci przypadkow nie wystarcza to zarowno do jej opisu, jak i glebszej
analizy. W wielu dyscyplinach naukowych jest pojeciem kluczowym. Dyscy-
pliny naukowe postuguja si¢ pojeciem przestrzeni publicznej, spotecznej, osobi-
stej etc. Matematycy definiujg rézne przestrzenie, na przyktad: Euklidesowa,
Banacha, Minkowskiego. Kazde zjawisko zwigzane jest z przestrzenig. Postu-
giwanie si¢ przestrzenia w naukach ekonomicznych wymaga réwniez sprecy-
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zowania tego pojecia i to tym bardziej w sposob sformalizowany, im wicksze sa
oczekiwania co do jednoznaczno$ci aplikacji.

Celem artykutu jest proba systemowego spojrzenia na zagadnienie identy-
fikacji i opisu przestrzeni za pomocg aparatu metod ilosciowych oraz poréw-
nawcze zestawienie mozliwos$ci sposobow modelowania zmian ekonomicznych
struktur przestrzennych w czasie.

Przestrzen, jej cechy i rodzaje

Przestrzen charakteryzuje si¢ pewnymi cechami, witasciwos$ciami lub
atrybutami, ktore w literaturze sg rdznie opisywane. Do cech przestrzeni zali-
cza si¢ migdzy innymi: ograniczono$é, opér i zréznicowanie'. Ograniczono$é
wynika ze statej wielko$ci planety i struktury jej elementow. Nie jest ona za-
stepowalna, stanowi, obok czasu, materii i energii, dobro rzadkie. Opor prze-
strzeni oznacza konieczno$¢ uzycia odpowiedniej iloSci energii, $rodkow
i czasu w celu jej udostgpnienia dla realizacji okreslonej dziatalno$ci ludzkie;j.
Kolejng cechg przestrzeni jest jej zroznicowanie ze wzgledu na wlasciwosci
naturalne i antropogeniczne. Na zr6znicowanie cech naturalnych o charakterze
geograficznym naktada si¢ roznorodnos$¢ form zagospodarowania przestrzen-
nego tworzonych przez cztowieka.

Przestrzen jest rowniez charakteryzowana przez atrybuty, identyfikowane
z punktu widzenia geografii. Nalezg do nich: wylaczno$¢, odleglosé, kierunek,
sgsiedztwo, wielko$¢ 1 wypetienie. Wylacznos$¢ (wynikajaca z zasady koherencji
lokalizacyjnej) oznacza, ze w danym miejscu moze znajdowaé si¢ tylko jeden
obiekt i jeden obiekt zajmuje tylko jedno miejsce. Odleglos¢ rozumiana jest w ten
sposob, ze miedzy obiektami w przestrzeni istnieje dystans dajacy si¢ mierzy¢
jednostkami miary, na przyklad kilometrami, godzinami potrzebnymi do pokona-
nia odlegloéci i tym podobnych. Kierunek rozumiany jest w sensie geograficz-
nym, na przyktad pomoc-potudnie, wschod-zachod. Atrybut sasiedztwo jest po-
chodng odleglosci i kierunku i1 oznacza, ze kazdy obiekt znajduje si¢ w otoczeniu
innych obiektow wystepujacych w roznej odleglosci i réznych kierunkach od
niego. Kazda przestrzen i jej poszczegdlne czesci posiadaja wielkosé, ktora da sig
wyrazi¢ za pomoca odpowiednich jednostek miary (np. w km?).

! Zob. B. Malisz, Podstawy gospodarki i polityki przestrzennej, Zaktad Narodowy im. Osso-
linskich, Wroctaw—Warszawa—Krakow—Gdansk—t.6dz 1984, s. 49-57.
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W przestrzeni znajduja si¢ obiekty fizyczne i zamieszkujg ja ludzie two-
rzacy rézne instytucje, organizacje. Atrybut ten nosi nazw¢ wypehienia.

W wyniku organizowania dzialalnos$ci ludzkiej w przestrzeni geograficznej
ksztattuja si¢ inne rodzaje przestrzeni. Wyrdznia si¢ przestrzen przyrodnicza,
ekonomiczng, spoleczng i kulturowg. Przestrzen przyrodnicza wypekniona jest
elementami przyrodniczymi stwarzajacymi warunki niezbedne do zycia. Wy-
stepujacy w przestrzeni geograficznej cztowiek podporzadkowuje sobie te prze-
strzen, rozwijajac dzialalno$¢ gospodarcza. Tworzy si¢ w ten sposéb przestrzen
ekonomiczna (gospodarcza) o okreslonej przydatnosci i uzytecznosci oraz po-
siadajaca swojg warto$¢ ekonomiczng.

Otaczajgca rzeczywistos¢ moze by¢ rowniez postrzegana w innych katego-
riach przestrzeni. To odmienne podejscie zwigzane jest z wyrdznieniem trzech
podstawowych rodzajow przestrzeni: fizycznej, geograficzne;j i intelektualne;j’.

Przestrzen fizyczna jest obszarem bytu materialnego. Jej wymiarami s3:
dtugos¢, szerokos¢ i wysokos¢. Wymiary cechuja si¢ jednakowa ranga — wspot-
rzedne sg ekwiwalentne.

Przestrzen geograficzna jest przestrzenig zycia biologicznego. Wspot-
rzedne s3 nieekwiwalentne pod wzglgdem zmiennosci warunkow przyrodni-
czych. Najwieksza zmiennos$¢ posiada dtugos$¢ geograficzna, warunkujaca reali-
zowanie si¢ dobowego rytmu dnia i nocy; nieco mniejsza — szeroko$¢ geogra-
ficzna, ktorej podlegaja zmiany warunkow atmosferycznych o cyklu rocznym;
najmniejszg zmienno$¢ ma wysokos¢, odznaczajaca si¢ najkrotszym zasiegiem
sfery biologicznej. W przestrzeni geograficznej znajduje swoj wymiar energia —
w przestrzeni tej identyfikowane sg wszystkie procesy energetyczne: predkosé,
ci$nienie, natgzenie i tym podobne.

Przestrzen intelektualna jest obszarem procesow myslowych zwigzanych
z przetwarzaniem informacji, ktorych efektem sg okreslone symbole, zwiazki
i znaczenia. Przestrzen intelektualng taczy z przestrzenig fizyczng i geogra-
ficzng okreslony kod, czyli sposob przyporzadkowania konkretnym nosnikom
okreslonych tresci abstrakcyjnych. Liczba wymiardw przestrzeni intelektualne;j
rowna si¢ liczbie wyréznionych charakterystyk rozpatrywanych obiektow.
Te charakterystyki podzieli¢ mozna na trzy kategorie: charakterystyki fizyczne
(cechy), charakterystyki funkcjonalne (wtasciwosci) i charakterystyki struktu-
ralne (wlasnos$ci). Cechy to charakterystyki zewnetrzne obiektu (wyglad, ksztalt

2 Por. Badania przestrzenne rynku i konsumpcji, S. Mynarski (red.), Wydawnictwo Naukowe
PWN, Warszawa 1992, s. 9 in.
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itp.). Wiasciwosci to charakterystyki funkcjonalne obiektu zwigzane z jego
ruchem (kurczliwos¢, sprezystosc itp.). Wiasnosci to charakterystyki struktural-
ne obiektu bedace jego atrybutami, odrézniajacymi go od innych obiektow (np.
koherencja, redundancja).

Transformacja realnych obiektow w abstrakcyjne twory dokonywana jest
zwykle za pomoca skalowania wielowymiarowego. Procedura ta prowadzi do
rozpatrywania kazdego obiektu jako punktu w przestrzeni wielowymiarowe;j
o wspdlrzednych odpowiadajacym warto$ciom charakterystyk tych obiektow.
Uogolnieniem tej transformacji jest struktura przestrzenna, ktora jest skonczo-
nym uporzadkowanym zbiorem elementoéw przestrzeni cech.

Identyfikacja elementow w ramach danej struktury moze mie¢ miejsce
tylko wéwcezas, gdy cechy sa niezalezne, a ich obszarem geometrycznym jest
przestrzen ortogonalna. Do osiggnigcia takiej przestrzeni niezbgdne jest zastg-
pienie wigkszej liczby cech zaleznych mniejsza liczbg czynnikéw niezaleznych.
W przypadku cech zaleznych nast¢puje odksztatcenie struktury wielowymiaro-
wej 1 sptaszczenie obszaru identyfikowalnos$ci. Elementy polozone w takim
obszarze charakteryzuja si¢ nadmiarem informacji, czyli ,,przeidentyfikowa-
niem”, natomiast elementy polozone poza tym obszarem charakteryzujg si¢
niedoinformowaniem. Stosujac procedure rotacji ortogonalnej, mozna osiaggnac
ekwiwalentno$¢ wspotrzednych i w rezultacie lepsza oznaczonos¢ wspotrzed-
nych przestrzeni oraz wlasciwsza identyfikacj¢ obiektow przestrzennych. Rota-
cja ortogonalna przemianowuje nieoznaczone czynniki gltéwne na czynniki
lepiej odpowiadajace wspolnym wpltywom reprezentowanych przez nich cech.
Ortogonalizacja i rotacja ortogonalna przestrzen abstrakcyjng cech upodabniaja
do przestrzeni fizycznej (geograficznej), w szczegdlnosci do przestrzeni troj-
wymiarowej.

Identyfikacja struktury przestrzennej

Strukture przestrzenng (w sensie abstrakcyjnym) mozna zdefiniowaé jako
skoficzony i uporzadkowany zbior elementéw w przestrzeni ich cech. Skonczo-
no$¢ oznacza caloSciowo$¢ pewnego fragmentu rzeczywistosci, uporzadkowa-
nie elementow wzgledem siebie. Przestrzen cech to obszar zorientowany we-
dhug wspotrzednych cech.
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Identyfikacja polega na istnieniu trojki uporzadkowanej: <x,,v .7, >,
gdzie: x; i = I, ..., n — nazwa (desygnat) i-tego elementu, v;, j = I, ..., m — de-
skryptor opisujacy j-a ceche elementu, 74, k = 1, ..., s — kwantyfikator wyrazaja-
cy pomiar danej cechy w odpowiedniej skali liczbowe;j.

Identyfikacja na poziomie desygnatu umozliwia rozrdéznienie elementu
w sensie nominalnym, na poziomie deskryptorow w sensie porzadkowym, na
poziomie kwantyfikatorow — w sensie wartosciowym. Rozroéznialno$¢, oriento-
walnos$¢ 1 réznorodnos¢ sktadajg si¢ na pelny opis elementow w ramach danej
struktury. Odpowiednikiem w aspekcie przestrzennym na poziomie desygnatu
jest punkt, na poziomie deskryptorow — przestrzen, a na poziomie kwantyfikato-
row skale wspohrzgdnych. Istnienie tych trzech identyfikatorow stwarza warun-
ki okreslenia punktéw w przestrzeni.

Struktura przestrzenna moze przyjmowac roézng posta¢ zalezng od liczby
wymiaréw przyjetych skal wartosci. Najprostsza strukturg jest struktura jedno-
wymiarowa dwuwarto$ciowa (jedna cecha i dwie wartosci), bogatsza dwuwy-
miarowa wielowarto§ciowa i wreszcie wystepuja struktury przestrzenne cztero-
1 wigcej wymiarowe, gdzie obraz fizycznej przestrzeni zanika i w gre wchodzi
wylacznie interpretacja analityczna oparta na formie jezyka abstrakcyjnego.

Kazda wielko$¢ zalezng od pewnej liczby zmiennych mozna traktowac ja-
ko obiekt wielowymiarowy o odpowiedniej liczbie cech, ktérych zaobserwowa-
ne wartosci sa wspotrzednymi tego obiektu w przestrzeni wielowymiarowe;.
Rozmieszczone obickty mozna nastgpnie analizowa¢ pod wzgledem wplywow
wewngtrznych 1 zewnetrznych. Taka struktura funkcjonuje jako efekt oddziaty-
wan wewnetrznych (intraakcji) i oddzialywan zewnetrznych (interakcji). Wsku-
tek zaniku dziatan upada struktura poprzez utrate niejednorodnosci. Struktura
jednorodna to struktura nieprzedstawiajgca zadnej wartosci z punktu widzenia
informacji’. Jest to struktura o maksymalnej entropii i nie mozna w niej identy-
fikowac relacji czynnikow zewngtrznych i elementéw wewngtrznych. Stad zde-
cydowanie bardziej pozadane s struktury niejednorodne, uporzadkowane pod
wzgledem entropijnym. Pozadany stan réznorodnosci struktury mozna osiagnac
po uprzednim zidentyfikowaniu struktury pod wzgledem ilosciowym (elemen-
ty) 1 jakosciowym (relacje).

3 W strukturze jednorodnej nie zachodza zadne procesy porzadkowania. Wszystkie procesy
dostosowawcze ustaja, jest to tzw. stan rownowagi termodynamicznej o maksymalnym nieupo-
rzadkowaniu.
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Opisy przestrzeni

Opisy 1 rozwigzania probleméw spotykane w analizie przestrzennej zaleza
scisle od pojgcia przestrzeni. Roznorodnos¢ sposoboéw wprowadzania przestrzeni
1 wykorzystywane opisy zalezag w duzym stopniu od rodzaju rozpatrywanych
problemow. Definiowane s one za pomocg aksjomatow przedstawiajacych prze-
strzen jako zbidr miejsc wraz z przyporzadkowang im odlegtoscia, o pewnej po-
staci, pewnej mierze powierzchni 1 miarach atrybutow. Kazda znich pozwala
analizowa¢ w specyficzny sposob strukturg i ekonomiczng rolg przestrzeni. Bedac
pomocniczg wzgledem opisu uktadow ekonomicznych, okresla ich konfiguracije:
posta¢, wymiar, pozycje i odlegto§¢. Warunkuje ona w duzym stopniu sposob
analizy zachowan podmiotéw gospodarujacych w centrum tych ukladow, w po-
dobny sposob jak rzeczywisty zakres przestrzenny”.

Najczesciej rozpatrywane uktady ekonomiczne majg postaci heksagonalne
lub kotowe wraz z pewnym rozszerzeniem. Opisy moga mie¢ charakter deter-
ministyczny, probabilistyczny czy tez by¢ niedoktadnie okreslone, co wigze si¢
z rodzajem zachowan przydzielonych podmiotom gospodarujacym.

Z kazdym z opisOw zwigzana jest szczegOlna struktura matematyczna
przestrzeni abstrakcyjnej. Definiuje ona w sposob Scisly zatozenia charaktery-
Zujace przestrzen ekonomiczng.

Do najbardziej popularnych rodzajow opiséw przestrzeni naleza: metrycz-
ne i niemetryczne opisy przestrzeni oraz opisy doktadnie i niedoktadnie okre-
slone. Skadinad jednak liczba opiséw przestrzeni jest niczym nieograniczona.

Odlegtosc¢ strukturalizuje przestrzen ekonomiczng. Wiasnosci przemiesz-
czen w przestrzeni warunkowane sg formalnymi pomiarami odleglosci. Naj-
prostsza jest metryka euklidesowa. Zbior zwigzanych z nia zatozen jest jednak
ograniczony poniewaz implikuje ona przemieszczenia w linii prostej wzdhuz
odcinka taczgcego dwa dowolne punkty przestrzeni (przez dlugi czas byla jedy-
ng uzywang w modelach lokalizacji). W niektorych przypadkach wykorzysty-
wana jest prostokatnoliniowa przestrzen Hotellinga. Stuzy ona migdzy innymi
do badania mechanizméw konkurencyjnych podziatu rynku. Wiele jednak
ograniczen powoduje konieczno$¢ szukania innych metryk, pozwalajacych le-
piej uwzglednia¢ kierunki przemieszczen.

* Zob. Ekonomiczna analiza przestrzenna, C. Ponsard (red.), Wydawnictwo Akademii Eko-
nomicznej w Poznaniu, Poznan 1992, s. 316 i n.
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Najbardziej uzyteczne substytuty metryki euklidesowej to metryki prosto-
katnoliniowe i nieprostokatnoliniowe, ktére wraz z metryka circum-radialng
cechujg si¢ duzo stabszymi zatozeniami ekonomicznymi. Przestrzen z tymi
metrykami przestaje by¢ izotropowa wzgledem kosztow transportu, nie musi
by¢ wypukta. Podobnie metryka circum-radialna prowadzi do ostabien zalozen
o cigglosci i izotropicznos$ci przestrzennych.

Ze wzgledu na duzo wigksza ograniczono$¢ opisOw metrycznych niz by
si¢ to wydawalo, ekonomista musi si¢ga¢ do niemetrycznych opiséw. Odleglos¢
migdzy punktami zmienia si¢ w zaleznosci od kierunku przemieszczenia lub
réoznym punktom moze odpowiada¢ zerowa odlegtos¢, réwniez moze by¢ od-
rzucony warunek trojkata.

Przestrzen nie jest zredukowana do zbioru sieci, ma réwniez zasi¢g, po-
wierzchni¢ 1 wlasno$ci wykraczajace poza mozliwosci ich zmierzenia. Formali-
zacja relacji odlegtosci miedzy punktami przestrzeni wprowadza do opisu prze-
strzeni jej zasigg. Zasieg jest obok odlegtosci zasadniczym sktadnikiem modeli
ekonomicznych.

Metryki euklidesowe i prostokatnoliniowe opisuja postaci i wlasnosci me-
tryczne bardzo zréznicowane, zachowujac przy tym te sama topologi¢. Innego
topologicznego opisu przestrzeni ekonomicznej dostarcza teoria grafow. Graf
opisuje bardziej szczegdtowo strukture anizeli opisywana przez przestrzen me-
trycznag; przestrzen nie musi by¢ ciagla ani izotropowa.

Tradycyjne przestrzenie ekonomiczne (rynki, miasta, regiony) sa doktad-
nie zdefiniowane poprzez swoje charakterystyki. Uktady ekonomiczne majg
okreslone granice, ustalone poprzez podzialy przestrzeni; przebiegajace przez
nie sieci sg rowniez zdefiniowane przez miary odleglosci miedzy kazda para
punktow. Jednak trudno taki sposéb opisu uwazac¢ za w petni zgodny z natu-
ralng ztozonoS$cig przestrzeni. Uproszczenia, jakimi si¢ w nim operuje, moga
by¢ jedynie szczegdlnym przypadkiem bardziej ogdlnych sposoboéw opisu.
Uktady ekonomiczne i zachowania realizujace si¢ w przestrzeniach ekono-
micznych sg niedoktadnie okreslone. Takimi zachowaniami zajmuje si¢ teoria
zbiorow rozmytych’,

5 Zob. W. Ostasiewicz, Zastosowanie zbioréw rozmytych w ekonomii, PWN, Warszawa
1986, podstawowe pojecia dotyczace opisu przestrzeni metrycznych zawiera praca Ekonomiczna
analiza przestrzenna, op.cit., s. 286 1 n.; zob. tez K. Jajuga, Statystyczna teoria rozpoznawania
obrazéw, PWN, Warszawa 1990, s. 157-178.
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Opis przestrzeni z uwzglednieniem czynnika czasu

Opis struktur przestrzennych wymaga podejscia modelowego. W szcze-
golnosci wykorzystuje si¢ modele matematyczne typu opisowego. Jednym
z elementdéw opisowych relacji modeli jest czas, reprezentowany przez zmienng
czasowg ¢ (badz jej funkcje) w sposob jawny lub poprzez rozne formy opdznien
czasowych.

Rola czasu w procesach poznania poprzez tworzenie (odkrywanie) empi-
rycznych praw nauki wydaje si¢ oczywista, niemniej jednak wymaga bardziej
precyzyjnego okreslenia.

Czas wigzany jest z zasadami przyczynowos$ci, wspotistnienia i celowo-
§ci®. W sferze zjawisk ekonomiczno-spolecznych dziatanie ludzi sprawia, ze
wystepuja trzy rodzaje sprzgzen: przyczynowe, celowe i koegzyntencjalne.
J. Hozer, poprzez odwolanie si¢ do tak zwanego warunku INUS’, z ktorego
wynika, ze okreslony czynnik X moze wystepowaé wzgledem skutku Y, jako
konieczny, ale niewystarczajgcy skladnik warunku wystarczajgcego, ktory nie
jest konieczny, uznaje, ze w sferze zjawisk spoteczno-ekonomicznych:

— ma miejsce zarowno Hume’owska zasada przyczynowosci, Machowska
zasada koegzystencji oraz Weberowska celowos¢, w ktorej 4 zachodzi
po to, by zaszto B; typ zwiazku zalezy od okolicznosci,

— wystepuje wielos¢ celow 1 srodkow, co wigze si¢ z potrzebg stosowania
warunku /NUS,

— zwiazki przyczynowe maja charakter indeterministyczny, a wigc proba-
bilistyczny,

— istnieje potrzeba bezposredniego uwzgledniania czasu, ktory jest czyn-
nikiem koegzystencjalnym o charakterze INUS.

Czas rozpatrywany jest jako okres, w ktorym odbywa si¢ dziatalnos$¢ go-
spodarcza czlowieka, staje si¢ z kategorii filozoficznej i matematyczno-
-fizycznej kategoria ekonomiczng. Ekonomiczny charakter czasu przeksztalca
go w czynnik komplementarny wszelkiej produkcji; bez czynnika czasu nie-
mozliwa jest jakakolwiek dziatalno$¢ gospodarcza. Czas staje si¢ zmienng
niezalezng funkcji przemieszczania, funkcji wszelkiej dziatalnos$ci i wszelkiej

6 Zagadnienie to w pogladowy sposob przedstawia J. Hozer w pracy Czas i przestrzei w mo-
delowaniu ekonometrycznym, czyli: tempus, locus, homo, casus et fortuna regit actum, Rectors
Lectures, Akademia Ekonomiczna w Krakowie, Krakow 1998.

" Insufficient, but not-redundant part of unnecessary but sufficient condition.
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dynamiki. Czas z kryterium porzagdkowania zmienia si¢ w zmienng wplywaja-
ca na przebieg zjawisk.

Jednym ze sposobow opisu przestrzeni jest modelowanie matematyczne za
pomocg rownan opisowych. Wsrdd modeli rownan opisowych mozna wyr6znié
rOwnania rozniczkowe i réznicowe oraz roOwnania ekonometryczne. Sposoby te
wykazuja wiele cech wspolnych, gtownie ze wzgledu na cele ich budowy, ale
tez roznig si¢ wilasciwosciami, konstrukcja, rozwigzywaniem i interpretacja.
Natomiast czynnik czasu ujmowany jest w sposob zblizony we wszystkich
przypadkach.

Uktady rownan rozniczkowych pierwszego rzedu
Uktad réwnan rozniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu tworza
réwnania:

{(Dl(t,x,y,x,y)zo )

<I)2(t,x,y,x',y’)=0

gdzie ¢ jest zmienng niezalezng. Calkg uktadu nazywany jest taki uktad dwoéch
funkcji

xzx(t), yzy(t) (2)

okreslonych, ciggtych i rézniczkowalnych w pewnym zbiorze, ktére wstawione
do uktadu (1) zamieniaja rownania uktadu na tozsamosci.

Uktad (1) daje si¢ niekiedy rozwigza¢ wzgledem pochodnych x i y’; przy-
biera on wtedy nastepujaca prostsza posta¢, zwang normalng postaciag Cau-
chy’ego:

dx d
- = A(txy), d—i= f(tx,y) )

R. Domanski® podjat probe skonstruowania modeli odwzorowujacych dy-
namike wybranych uktadow przestrzennego zagospodarowania Polski. Celem
tej proby byto wnikni¢cie w mechanizm zmian uktadow dynamicznych.

8 Zob. R. Domanski R., Przestrzenna transformacja gospodarki, Wydawnictwo Naukowe
PWN, Warszawa 1997, s. 117.
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Ogo6lng posta¢ modelu tworza nieliniowe rownania dynamiczne:

dx

Z: (x’y)+fl([) (4)
%=g(x,y)+gl(t)

Rownania te opisuja zmiany uktadow w czasie. Funkcjom f(x,y)
i g(x,y) nadano posta¢ wielomianu dwoch zmiennych zaleznych od czasu,
w ktorych czas nie wystepuje explicite, natomiast f,(¢) oraz g (1) sa wytacz-

nie funkcjami czasu. Aproksymujac za pomoca wielomianow szeregi staty-
styczne x(¢) oraz y(r), uzyskano réwnania wyrazajace zalezno$¢ tych zmien-
nych od czasu. Na podstawie aproksymacji wielomianowej mozna skonstru-
owa¢ wykres wspoélzalezno$ci w przestrzeni fazowej Oxy. Podobny wykres
mozna uzyska¢ z rozwigzan roéwnan dynamicznych opisujacych badane zagad-
nienia.

Opis zachowania si¢ systemu dgzacego do stanu rownowagi w konwencji
réwnan rozniczkowych przedstawia J. Siedlecki’.

Uktad réwnan rézniczkowych definiowany jest w nastepujacy sposob:

oxX
— = (X, X, X))
ot
ox
= (X, X, X)) 5
ot
ox, =fi(X, X, X))
ot ‘

Zachowanie si¢ systemu dgzacego do rownowagi obrazujg tu trajektorie
stanu, ktore odpowiadajg rozwigzaniom zbieznym ze stanem niezaleznym od
czasu. Sprowadzajac funkeje £, (X, X,, ..., X, ) do funkeji jednej zmiennej (i-tej
zmiennej), uktad rownan rézniczkowych mozna zapisac jako:

. i=12, .0 (6)

? Zob. J. Siedlecki, Rownowaga a wzrost gospodarczy, Wydawnictwo Naukowe PWN, War-
szawa—Wroctaw 2000, s. 21 i n.
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|
Po rozwinigciu funkcji F, (X ,-) w szereg Taylora otrzymuje si¢ rozwigza-
nie kazdego rdwnania, zaleznie od przyjetego stopnia rozwinigcia.
Jesli przyjmie si¢ na przyklad, ze:

F(X)=aX, +a,X; (7)
to rozwigzanie jest w postaci:
aCe"'
X=—"— ®)
I —a,e”

Funkcja przedstawia znang w ekonomii krzywa logistyczng i jest matema-
tycznym wyrazem prawa malejacych relatywnie efektywnos$ci naktadow.

Teoria systemOw otwartych jest teorig dynamiczng. Poczatkowy stan roz-
woju nie jest stanem réwnowagi stacjonarnej. Rozwdj systemoéw moze przebie-
ga¢ w roznych warunkach zewnetrznych z ré6znym tempem. Procesy opisywane
za pomoca funkcji logistycznej charakteryzuje réwnowaga dynamiczna, ktora
mozna nazwaé rownowagg logistyczna.

Funkcja ta jest jedynym rozwigzaniem rownania (rownanie to przedstawia
prawo Robertsona):

dy C
a ©)
dt a y(a )/')

przy warunku poczatkowym y (()) = 1 _:leb

Rownania roznicowe

Przy formalnym przedstawieniu modelu istnieje mozliwo$¢ wyboru, gdyz
mozna go sformutowaé w kategoriach ciggtych lub okresowych, jesli idzie za-
réowno o jego tres¢ ekonomiczna, jak i form¢ matematyczng. W duzej mierze
decyduje o wyborze wygoda manewrowania elementami modelu z ekonomicz-
nego i matematycznego punktu widzenia.

W analizie okresowej strumien czasu jest podzielony na kolejne okresy
o statej dlugosci przyjetej jako jednostke czasu. Jezeli model jest dynamiczny
w tym sensie, ze zmienne wystepuja w roznych momentach, to warunki modelu
redukuja si¢ do roOwnania réoznicowego.
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Rownanie roznicowe zdefiniowa¢ mozna jako réwnanie funkcyjne taczace
jedna albo wigcej rdznic Ay,A2 y 1tak dalej. dla nieznanej funkcji czasu. Moz-

na je zapisa¢ w postaci:
2 n
co(t,y,,Ayt,A Vireen A yt)=0 (10)

lub Yin :f(yt’ytfl’yt—Z yt—n)’ t=0,1,.. (1)

,,,,,

Rzedem rownania jest rzad najwyzszej wystepujacej w nim roznicy. Row-
nanie rzedu pierwszego zawiera Ay, , ale nie zawiera zadnych roznic wyzszego

rzedu, réwnanie rzedu drugiego zawiera A" y,, ale nie zawiera zadnych wyz-
szych rdznic i tak dalej.
Roéwnania roznicowe pierwszego rzedu majg postaé:

yt+1 :f(yt); yt :f(yt—l) (12)

Jezeli funkcja f przyjmowac bedzie posta¢ liniowa, to rownania (12) sg li-
niowymi rownaniami réznicowymi rzedu pierwszego, w przypadku nieliniowe;j
funkcji f'sa to rownania roznicowe nieliniowe.

Rozwiazanie rownania réznicowego to taka funkcja zmiennej ¢, ktora jest
zgodna z danym réwnaniem réznicowym i jego warunkami poczatkowymi. Nie
moze zawiera¢ zadnych wyrazen réznicowych.

Dla liniowych rownan réznicowych pierwszego rzgdu metoda rozwigzywa-
nia jest analogiczna jak dla rownan rézniczkowych. Przyktadowo dla rownania:

Vg tay, =c (13)

rozwiazanie jest nastgpujace:

v, =A(-a) +j, dla a # -1,

14
y, = A(~a) " +ct, dla a=-1 (14)
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Model ekonometryczny jako narzedzie identyfikacji i dynamiki relacji
w przestrzeniach ekonomicznych

Czynnikami modelowania sg: teoria, rzeczywisto$¢ i techniki estymacji pa-
rametrow. Aby zbudowa¢ model empiryczny, nalezy przedstawi¢ teori¢ w postaci
modelu teoretycznego. Rzeczywisto§¢ zwigzana jest z badanymi zjawiskami
1 wystepuje w postaci zbiorow danych (obserwacji) dotyczacych tych zjawisk.
Model teoretyczny przedstawia w sformalizowanej postaci teorie stanowigce pod-
stawe jego konmstrukcji. Teorie te beda pozniej weryfikowane 1 wykorzystane
w modelu operacyjnym. Teoria w postaci modelu teoretycznego i rzeczywistos¢
odwzorowana poprzez odpowiednio przygotowane dane w potaczeniu z technika-
mi estymacji umozliwiajg oszacowanie nieznanych parametréw modelu. W rezul-
tacie otrzymuje si¢ model empiryczny (operacyjny), to znaczy przetestowany,
gotowy do uzycia (analizy struktury, symulacji i sterowania). Jego ostateczna po-
sta¢ jest kompromisem pomiedzy teoria (w postaci modelu teoretycznego) i prak-
tyka (w postaci dostepnych danych, metod estymacji i mozliwosci obliczeniowych
komputerow).

Model w sensie algebraicznym to jedno rownanie algebraiczne (model
jednoréwnaniowy) lub uktad réwnan algebraicznych (model wieloréwnanio-
wy). Sposrdéd zmiennych modelu mozna wydzieli¢ zmienne endogeniczne, kto-
rych wielko$ci sag wyznaczane przez model, i zmienne egzogeniczne, wyzna-
czane poza modelem, a wplywajgce na warto$ci zmiennych endogenicznych.
Opo6znione zmienne modelu wielorownaniowego (endogeniczne i egzogenicz-
ne) wraz z biezagcymi zmiennymi egzogenicznymi zaliczane sg do grupy zmien-
nych o wartos$ciach z gory ustalonych. Jesli model nie zawiera zadnej zmienne;j
egzogenicznej, to nazywany jest modelem zamknigtym. W praktyce nie buduje
si¢ modeli w pelni zamknietych, poniewaz oznaczaloby to brak wptywu otocze-
nia na zachowanie modelowanego uktadu. Modele matematyczne zawieraja
parametry, to jest wspolczynniki zwigzane ze zmiennymi modelu. Parametry sa
na og6l szacowane na podstawie danych statystycznych, przy uzyciu odpo-
wiednich technik estymacji. Moga by¢ rowniez szacowane na podstawie opinii
ekspertow lub ustalone w oparciu o normy i relacje techniczne. Zdarza sig, ze
parametry znane sg dzigki zalozeniom teoretycznym, lezacym u postaw kon-
strukcji modelu. Model stochastyczny to szczegoélny rodzaj modelu matema-
tycznego, zawierajacego przynajmniej jedng zmienng losowa. Model determini-
styczny (tozsamosciowy) odzwierciedla zwigzki typu funkcyjnego.
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Ze wzgledu na posta¢ funkcyjng rownan modelu wyr6znia si¢ modele li-
niowe — jes$li wszystkie rownania modelu sg liniowe wzgledem parametrow,
oraz modele nieliniowe — jes$li wystgpuja w nich rownania nieliniowe wzgledem
parametrow.

Ze wzgledu na ujecie czynnika czasu rozroznia si¢ modele statyczne i dy-
namiczne. Model statyczny nie jest zalezny w zaden sposob od czasu. Model
dynamiczny to taki, w ktorym wprowadzono czas do réwnan modelu (moze on
by¢ wprowadzony bezposrednio — w postaci zmiennej czasowej, lub posrednio
— przez zmienne opdznione, przyrosty zmiennych, ich tempa etc.). Zastosowa-
nie modeli statycznych ogranicza si¢ do opisania stanu stacjonarnego badz do
analizowania r6éznic mi¢dzy takimi stanami (statyka porownawcza). Modele
dynamiczne natomiast mogg by¢ uzywane nie tylko do opisywania stanu sta-
cjonarnego i roznic migdzy alternatywnymi stanami (czyli tak jak modele sta-
cjonarne), ale rowniez do opisywania $ciezek czasowych zmiennych ekono-
micznych i do analizowania r6éznic pomigdzy alternatywnymi $ciezkami (dy-
namika poréwnawcza), do czego modele statyczne si¢ nie nadajg. Modele sta-
tyczne mozna jednak traktowac jako szczegolny przypadek modeli dynamicz-
nych, a w zwigzku z tym wyniki analizy statycznej zawsze mozna uznaé za
tendencje jakiego$ modelu dynamicznego dla dtuzszego okresu.

Symbolicznie model o M réwnaniach zapisa¢ mozna nastepujgco:

ve=g,Y .Y ., Z,,0,u,) (t=1.,T)i=1.,M) (15)

gdzie:

Yu Zy

t —subskrypt czasu,

k — maksymalne opdznienie zmiennych endogenicznych,

y; — i-ta zmienna endogeniczna,

z; —j-azmienna egzogeniczna,

u; — skladnik losowy w i-tym rownaniu modelu,

Z —wektor zmiennych egzogenicznych (biezacych i opéznionych),
Y — wektor zmiennych endogenicznych,

®; — zbioér parametrow i-tego rownania.
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[
Powyzszy uktad réwnan mozna zapisa¢ rOwniez w postaci macierzowej:

Yt :G(Yt’Yt—l""ezta®aUt) (16)

U,
gdzie U =| ... |, natomiast ® oznacza zbior wszystkich parametréw modelu.
uM

Wazne informacje o strukturze powigzan modelu wielorownaniowego za-
warte sa w tak zwanej macierzy powigzan modelu. Jest to kwadratowa macierz
R stopnia M, o nastepujaco zdefiniowanych elementach: r; = 1, gdy zmienna y;
wystepuje w rOwnaniu objasniajagcym zmienng y; (w i-tym rownaniu), za$ r; = 0
w przeciwnym razie (dla i, j = 1, ..., M). W przypadku, gdy macierz powigzan
jest diagonalna, model nazywamy modelem prostym. Cecha wyrdzniajaca mo-
dele rekurencyjne jest mozliwo$¢ przeksztatcenia macierzy R (poprzez zmiane
uporzadkowania rownan lub zmiennych) do postaci macierzy trojkatnej. Jesli
takie przeksztalcenie jest niemozliwe, mamy do czynienia z modelem wspoétza-
leznym, to jest modelem z jednoczesnymi sprzezeniami zwrotnymi miedzy
zmiennymi endogenicznymi.

Niezmiernie istotny jest wptyw jednostek czasu, uzywanych w danych be-
dacych podstawg do estymacji rownan modelu, na specyfikacje modelu i typ
powigzan migdzy zmiennymi endogenicznymi — im kroétsza jednostka czasu,
tym mniej réwnan wspotzaleznych, a wiec prostsza struktura ze wzgledu na
sprzezenia jednoczesne. Z drugiej jednak strony, bardziej ztozona staje sie
wowczas struktura powigzan dynamicznych (wyrazajacych procesy adaptacyj-
ne), uwzglednianych w specyfikacji rownan przez wprowadzanie zmiennych
Z opdznieniami czasowymi.

Ten sam model moze by¢ przedstawiony w trzech postaciach: struktural-
nej, zredukowanej i koncowej. Posta¢ strukturalna jest wazna z punktu widzenia
formutowania modelu i szacowania jego parametrow. Sktada si¢ ona z rownan
wyspecyfikowanych w procesie budowy modelu. Jej rownania reprezentuja
wybrane hipotezy dotyczace praw dzialania analizowanego systemu.

Model w postaci strukturalnej mozna zapisa¢ w nastgpujacej formie:

G(Y,.Y Y . Z,,0)=U, (17)

Postaci zredukowana i koncowa — podobnie jak posta¢ strukturalna,
przedstawiaja rownania modelu w formie jawnej, to jest rozwiktanej wzgle-
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dem zmiennych objasnianych przez te rownania. Roznica migdzy nimi tkwi
w zestawie zmiennych objasniajgcych (zapisanych po stronie prawej).
W przypadku postaci strukturalnej po prawej stronie moga wystgpowac
wszystkie zmienne modelu, to znaczy biezace zmienne endogeniczne i zmien-
ne z gory ustalone. W postaci zredukowanej wystgpujg tam jedynie zmienne
z gbry ustalone, a w koncowej — wyltacznie zmienne egzogeniczne.

Posta¢ zredukowana modelu powstaje z postaci strukturalnej przez wyeli-
minowanie sprzezen jednoczesnych miedzy zmiennymi endogenicznymi. Row-
nanie wektorowe (15) zostaje wigc przeksztatcone do postaci:

Yt :H(Yt—ls“"Yt—k’ZthVt) (18)

gdzie:
P — macierz parametrow postaci zredukowane;,
V — wektor sktadnikow losowych postaci zredukowane;.

Posta¢ zredukowana ma znaczenie gltdwnie z punktu widzenia szacowania
parametrow i prognozowania na podstawie modelu. Posta¢ koncowsa otrzymuje si¢
z postaci zredukowanej przez wyeliminowanie z niej op6znionych sprzezen mie-
dzy zmiennymi endogenicznymi:

Y, =0(Z,,F,W) (19)

gdzie:
F — macierz parametrow postaci koncowe;j,
W — wektor sktadnikéw losowych postaci konicowe;.

W wyniku takiego przeksztalcenia po prawej stronie (powyzszego)
roOwnania zostaja jedynie biezace i opdznione warto$ci zmiennych egzoge-
nicznych oraz wektor skladnikow losowych. Posta¢ koncowa ma znaczenie
przede wszystkim z punktu widzenia wykorzystania modelu, a wigc analizy
struktury isymulacji. W przypadku modeli liniowych mozna za pomoca
przeksztatcen algebraicznych wyprowadzi¢ wzory dla wszystkich parame-
trow postaci zredukowanej i koncowej zawartych w macierzach P i F. Para-
metry te s3 w tym przypadku state (nie zaleza od czasu). Parametry postaci
koncowej, czyli elementy macierzy F, to mnozniki obliczone wzgledem
zmiennych egzogenicznych.
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Podsumowanie

Modele dynamiczne opisujg w sposob jednoznaczny dynamike zachowan
w przestrzeni. Przedstawiaja one funkcjonowanie systemu za pomocg ukladu
réwnan rozniczkowych lub roéznicowych. Rownania te sg deterministycznym
i funkcyjnym wyrazeniem réznego rodzaju stanow, ktore zmieniajg si¢ w stop-
niu kontrolowanym przez funkcje decyzyjne. Formuly tego aparatu matema-
tycznego sg na tyle elastyczne, ze pozwalaja na modelowanie ze znaczng swo-
bodg z uwzglednianiem zatozen, ograniczen i nieliniowych reakcji i sprzezen,
charakterystycznych dla réznych systemow. Modele dynamiczne sa dobrym
narzgdziem odzwierciedlania lub nasladowania zachowan systemoéw i pozwala-
ja wnika¢ glebiej w te zachowania poprzez réznicowanie parametrow i zmien-
nych ruchu. Do tego rodzaju sposobow opisu nalezg wielorownaniowe dyna-
miczne modele ekonometryczne. Ich stochastyczny charakter nadaje jeszcze
wigkszg uzyteczno$¢ w modelowaniu struktur przestrzenno-czasowych.

Modele budowane sa na bazie okreslonej teorii, ktora w wielu przypad-
kach nie jest wystarczajaca. Dotyczy to w szczegoélnosci budowy réwnan rdz-
niczkowych czy réznicowych (badz roézniczkowo-réznicowych), ktore bezpo-
srednio wymagaja konkretnych zalozen i zwigztej, jednoznacznej teorii. Row-
nania takie mozna przetransformowa¢ na uktady dynamicznych rownan eko-
nometrycznych.
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ON SELECTED FORMS OF DESCRIBING THE DYNAMICS
OF ECONOMIC SPATIAL STRUCTURES

Summary

Space is a notion which is usually understood intuitively. In most cases, however,
such an understanding is insufficient to describe or carefully examine this concept.
Space is a key notion in many scientific disciplines — they use terms such as public,
social and private space. Mathematicians define various types of spaces, for instance the
Euclidean space, the Banach space, or the Minkowski space. In fact, each phenomenon
is related to space. The use of space

in economics also requires a precise definition of this term. The higher the expec-
tations about a specific application of this term, the more precise definition is required.

In the paper an attempt is made to both approach, in a systematic way, the issues
of identification and description of space by means of quantitative methods, and to
compare and contrast several methods of modelling the changes in economic spatial
structures over time.

Translated by Krzysztof Heberlein

Keywords: economic spatial structures, dynamic models.
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