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STRESZCZENIE

W artykule oméwione zostaly dwa rodzaje modeli umozliwiajace analizowanie wybra-
nych aspektow sktadajacych si¢ na konkurencyjnos¢ przedsigbiorstw. Przedstawiono funkcje
o statej elastycznosci substytucji (CES) i funkcj¢ Cooba-Douglasa oraz scharakteryzowano
wystgpujace migdzy nimi réznice. Oszacowano kazda z tych funkcji, a nastgpnie je porow-
nano. Konkurencyjno$¢ zostata zbadana w oparciu o reszty funkcji Cobba-Douglasa, ktéra
zostata oszacowana na podstawie danych dotyczacych wybranych spotek notowanych na
GPW w Warszawie w 2004 r.

Stowa kluczowe: funkcja o stalej elastycznosci substytucji (funkcja CES), funkcja produk-
cji Cobba-Douglasa, krancowa stopa technicznej substytucji, elastycznosc¢
substytucji, ekonometryczna analiza wptywu czynnikéw subiektywnych,
konkurencyjno$¢ przedsigbiorstw

Wprowadzenie

Konkurencyjno$¢ przedsigbiorstw wiaze si¢ $cisle z efektywnoscia wykorzy-
stania posiadanych zasobow (czynnikow produkcji). Sposob transformacji naktadow
(zasobow) w efekty zalezy nie tylko od czynnikow, ktore mozna okres§lic mianem
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obiektywnych, takich jak zasoby majatku, naktady pracy, stosowane technologie,
lecz rowniez od aspektow subiektywnych, zwiazanych z zasobami ludzkimi.

Mozna postawi¢ hipotezg, ze w bardziej konkurencyjnym przedsigbiorstwie
osiagane sg istotnie lepsze wyniki, przy takich samych naktadach (identycznych za-
sobach majatkowych, takiej samej liczbie roboczogodzin w danym okresie itd.).

Do okreslania tak rozumianej konkurencyjnosci przedsigbiorstw mozna sto-
sowac odpowiednio skonstruowane modele ekonometryczne, w tym m.in. funkcje
o statej elastycznosci substytucji (CES) oraz funkcje Cobba-Douglasa!. Wartos$ci te-
oretyczne otrzymane na podstawie tego typu modeli ekonometrycznych pozwalaja
ustali¢, jaki powinien by¢ poziom produkcji (przychodow) w ,,typowym” przedsig-
biorstwie. Przez typowe rozumie si¢ przedsigbiorstwo osiagajace wyniki (przychody)
na poziomie wartosci oczekiwanej, przy danych warto§ciach zmiennych objasniaja-
cych. Jezeli reszta uzyskana dla danego przedsigbiorstwa jest dodatnia (oraz staty-
stycznie istotna), $wiadczy to o lepszym wykorzystywaniu zasobdéw na tle innych,
wzigtych pod uwage przedsigbiorstw, co moze wynikac z lepszego gospodarowania.
Z kolei sama gospodarnos¢ zalezy od ,,jako$ci” pracownikow przedsigbiorstwa, na
kazdym jego szczeblu. Czynniki intrapersonalne oraz interpersonalne sktadaja si¢ na
»klimat” panujacy w przedsigbiorstwie, ktory zalezy od czynnikoéw subiektywnych
(w podanym wyzej znaczeniu). Celem artykutu jest pokazanie, w jaki sposob, za
pomoca narzedzi ekonometrycznych, mozna analizowa¢ wptyw czynnikow subiek-
tywnych.

1. Metodologia badan

Co to jest elastyczno$¢ substytucji? W zaprezentowanych ponizej modelach
elastyczno$¢ substytucji to wzgledna zmiana krancowej stopy substytucji zatrudnie-
nia (/) przez aktywa trwate (m,) podzielona przez wzgledna zmiang relacji akty-
wow trwatych do zatrudnienia:

d(0m01)/ (0m/0l)

" (m 1) (m 1) M

! Jest to podejscie analogiczne do tego, ktore zaproponowal prof. J. Hozer, badajac gospodarnosé¢
przedsigbiorstw na podstawie reszt odpowiednio skonstruowanego modelu ekonometrycznego, por.
J. Hozer, Mikroekonometria. Analiz, diagnozy, prognozy, PWE, Warszawa 1993, s. 98 i n.
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Oznaczymy krafcowa stope technicznej substytucji przez MRTS = 0m/0l.
Krancowa stopa substytucji mowi, o ile nalezy zwigkszy¢ aktywa trwale, gdy za-
trudnienie maleje o jednostke, aby przychody nie ulegly zmianie.

W tym miejscu konieczny jest komentarz. Krancowa stopa substytucji tech-
nicznej oraz elastyczno$¢ substytuciji dotycza wielkosci produkeji, a wielkos$¢ pro-
dukcji to zmienna bedaca wielkoscia fizyczna. Przychody sa wyrazane warto$cio-
wo 1 zaleza od poziomu cen. Jezeli ceny si¢ zmieniaja, to w przypadku (1) nie jest
dodatkowo spetnione zatozenie ceferis paribus. Przyjecie przychodow za zmienna
objasniana bylo podyktowane po czesci dostgpnoscia danych statystycznych oraz
zréznicowaniem asortymentu produkcji analizowanych spotek.

Jezeli aktywa trwate przypadajace na zatrudnionego oznaczymy przez k =m/ I,
to elastycznos$¢ substytucji mozna rowniez zapisac jako:

_ OMRTS /| MRTS

2
" ok | k @

W przypadku funkcji CES elastyczno$¢ substytucji jest stata, natomiast w przy-
padku funkcji Cobba-Douglasa elastyczno$¢ substytucji jest réwna jeden, co tatwo
wykazac.

Dwuczynnikowa funkcje CES mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

P, =(om! +al )" & 3)
gdzie:
j2 — przychody netto ze sprzedazy produktow, towaréw 1 materiatow
w i-tym przedsiebiorstwie (w danym okresie),
m, — aktywa trwate w i-tym przedsigbiorstwie (w danym okresie),
l, — zatrudnienie w i-tym przedsigbiorstwie (w danym okresie),
o, 0, p,v — parametry, a,,a,,v>0, p€(—o00,0)U(0,1),
& — sktadnik losowy.

Jak wida¢ model (3) bedzie szacowany dla danych przekrojowych. W literatu-
rze funkcje CES najczesciej zapisuje sig jako: p, = 7[5m[ P+ (1=8)" ]wﬂ e, gdzie
v,v>0, §€(0,1) oraz p €(—1,0)U(0,400). W zapisie tym przyjmuje si¢ jednak
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pewne dowolne, aprioryczne zatozenia o parametrze dystrybucji  oraz wystepuja
problemy z interpretacja parametru -,

Model (3) jest modelem nieliniowym, zar6wno wzgledem zmiennych, jak i pa-
rametréow. Nie istnieje rdéwniez transformacja przeksztatcajaca model (3) w model
liniowy wzgledem parametrow, w zwiazku z czym do jego estymacji nie mozna
zastosowa¢ metody najmniejszych kwadratow (MNK).

Jednym ze sposobow estymacji tego typu modeli, czgsto opisywanym w lite-
raturze, jest metoda pochodzaca od Jana Kmenty. Polega ona na zlogarytmowaniu
modelu (3) stronami:

Inp, = Y (alm[” +a,lf )—|— & @)
p

a nastgpnie na rozwinigciu wyrazenia ¢ (p)=In (almf +a,lf ) w szereg Taylora wo-
két p =0 do drugiej pochodnej wlacznie:

P(p)=¢(0)+pg (0)+1/2-p*¢ (0) (5)
Mozna sprawdzi¢, ze*:

¢(O):1n(cvl —|—a2)

Q,

: «
0)= L —Inm, Inl, 6
¢ (0) = nm, + ) (©6)
; fe e} )
¢ (0)= =2 —(Inm, —In/,
() (al+a2)2( )

2 Por. A. Goryl, Z. Jedrzejczyk, K. Kukuta, J. Osiewalski, A. Walkosz, Wprowadzenie do ekonome-
trii w przyktadach i zadaniach, PWN, Warszawa 1999.

3 Ibidem, s. 165.
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Podstawiajac (6) do (5), a nastgpnie (5) do (4) otrzymujemy:

In p, :Xln(al +a,)+ Y nm +—22 g+
et P q +a, G+ Q,
yi li x2i
ﬁo /31 ﬁz
QY 2
+#’02(lnm[ —In/, )2 +&
2(041 +a2) B
—_— X3
B,
czyli
Y, =By + Bixy 4 Byxy + Bixy + 6 ®)

Model (8) szacuje si¢ MNK. Parametry modelu (3) wyznacza si¢ na podstawie
nastepujacych zaleznosci:

v=_0+5,
20 (8, +5)
5,5,
o B exp[zﬁo@] ©)
Gi+6, BB
a, = b, exp 250@]
Gi+6, BB

Drugim z szacowanych modeli bedzie funkcja Cobba-Douglasa:
p, = agml=e" (10)

Jest to funkcja potggowa, ktdra po obustronnym zlogarytmowaniu mozna osza-
cowa¢ MNK.

Nasuwa si¢ nastgpujace pytanie: kiedy nalezy szacowac funkcje CES, a kiedy
funkcj¢ Cobba-Douglasa? Tego typu dylematy powinno si¢ rozstrzyga¢ metodami
statystyczno-ekonometrycznymi. W przypadku funkcji Cobba-Douglasa elastycznosc¢

4 Ibidem, s. 166.
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substytucji jest rowna 1, w przypadku funkcji CES — nie musi koniecznie tak byc.
Funkcja Cobba-Douglasa jest zatem szczegolnym przypadkiem funkcji typu CES.

2. Przyktad empiryczny

W przyktadzie empirycznym oszacowano kazda z omawianych funkcji. Dane
dotycza spotek przemystu elektromaszynowego notowanych na GPW w Warszawie
w 2004 r. Za zmienna objasniana przyjeto przychody netto ze sprzedazy produktéw,
towardw 1 materialow (p,). Zmienne objasniajace to aktywa trwate (m,) oraz liczba
zatrudnionych (1). Przychody netto oraz aktywa trwate zostaly wyrazone w tys. zi,
w cenach z 2008 .

Funkcja CES (8) w postaci po zlogarytmowaniu ksztaltuje si¢ nastgpujaco:

$=9,263—2,660x, +3,732x,, +0,370x, (11)

(2,241)  (-1,337) (1,873) (1,543)

Model (11) jest dos¢ dobrze dopasowany do warto$ci empirycznych. Skorygo-
wany wspotczynnik determinacji R* = 0,88 6

Wartos$¢ krytyczna testu ¢ — studenta odczytana dla poziomu istotnosci a = 0,1
jest rowna ¢, ., =1,761. Zatem az dwie oceny parametrow okazaly si¢ nieistotne
statystycznie. Z kolei na podstawie testu /' mozna stwierdzi¢, ze przy tym samym co
poprzednio poziomie istotno$ci taczny wplyw uwzglednionych zmiennych objasnia-
jacych jest istotny statystycznie. Wartos¢ statystyki Fy,, = 42,38 jest bowiem wigk-
sza od warto$ci krytycznej F, .., = 3,344 . Blad standardowy reszt S, =0,417.

Na podstawie zaleznos$ci (9) otrzymujemy funkcje¢ CES w nastepujacej
postact:

B, =(—1.244m % +1,7451 " (12)

)—1,072/0,08

> W tym i nastgpnych przypadkach w nawiasach pod ocenami parametrow podane sa warto$ci sta-
tystyk #-Studenta.

¢ W przypadku skorygowanego wspotczynnika determinacji, poza udzialem zmienno$ci wyjasnia-
nej przez model w ogolnej zmiennosci zjawiska uwzglednia si¢ rowniez liczbg stopni swobody. Opis
stosowanych miar ekonometrycznych zawieraja na przyktad prace: Ekonometria, red. J. Hozer, Katedra
Ekonometrii i Statystyki Wydziatu Nauk Ekonomicznych i Zarzadzania Uniwersytetu Szczecinskiego,
Szczecin 1997; G.S. Maddala, Ekonometria, PWN, Warszawa 2006.
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Ocena parametru p=—0,08 charakteryzuje elastyczno$¢ substytucji za-
trudnienia (/) przez aktywa trwate (m,). Elastyczno§é ta wyrazona jest wzorem
g, =1/(1—p)=0,926. Jezeli zatem spadek relacji aktywow trwatych do zatrud-
nienia o0 1% jest rekompensowany wzrostem krancowej stopy technicznej substytu-
cji 0 0,926%, to przychody netto pozostana na dotychczasowym poziomie. Ocena

parametru v=1,072 wskazuje na to, ze wzrost czynnikéw produkcji o 1% spowo-

duje wzrost przychodow netto o ok. 1,072%. Z kolei ocena parametru &, = —1,244
jest traktowana jako miernik intensywnosci kapitatowej (,,majatkowe;j”) stosowanej
technologii’. Zgodnie z przyjmowanymi zatozeniami parametr ten nie powinien by¢
ujemny, a ma to miejsce w omawianym przypadku. Moze to §wiadczy¢ o nieefek-
tywnym w petni wykorzystywaniu naktadow majatkowych.

Dla poréwnania oszacowano rowniez funkcje Cobba-Douglasa (10), ktora
W postaci po zlogarytmowaniu wyglada nastepujaco:

Inp, =3,02340,395Inm, + 0,684/, (13)
(3.388) (1,919) (2,474)

Model (13) jest rowniez dobrze dopasowany do wartosci empirycznych (sko-
rygowany wspotczynnik determinacji R* = 0,88 ). Inaczej niz w przypadku funk-
cji CES, przy poziomie istotnosci a=0,1 wszystkie oceny parametréw sa istot-
ne statystycznie. Warto$¢ krytyczna testu #-Studenta odczytana dla poziomu istot-
nosci a=0,1 jest rowna ¢, =1,753. Test F' takze wskazuje na to, ze przy tym
samym jak poprzednim poziomie istotnosci taczny wplyw zmiennych objasniaja-
cych jest istotny statystycznie ( F,,; = 57,122 jest wigksze od wartosci krytycznej
Fj os.514 = 3,682). Blad standardowy reszt wyniost S, = 0,436.

Po odlogarytmowaniu funkcja Cobba-Douglasa wyglada nastepujaco:

D, =20,553m "% (14)
Jak powszechnie wiadomo, wyktadniki funkcji potegowej sa jednoczesnie ela-

styczno$ciami zmiennych objasniajacych wzgledem zmiennej objasnianej. Mozna
zatem stwierdzi¢, ze wzrost aktywow trwatych o 1% powoduje wzrost przycho-

7 Podane interpretacje podaje si¢ odno$nie do postaci modeli CES z wyrazem wolnym oraz przy
spetieniu zalozenia, Ze o, + , =1. W oszacowanym modelu (12) wyraz wolny nie wystgpuje i nie
jest spelnione zalozenie o sumowaniu si¢ wspomnianych parametrow do jedno$ci.
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dow netto $rednio o 0,395%, ceteris paribus. W przypadku zatrudnienia jego 1%
wzrost przyczyniat si¢ do wzrostu przychodoéw netto przecigtnie o 0,684%, ceteris
paribus.

W zwiazku z tym, ze w modelu CES (11) zmienne byly nieistotne statystycz-
nie, do oceny konkurencyjnosci spotek zastosowano reszty uzyskane na podstawie
funkcji Cobba-Douglasa (13). Warto rowniez zauwazy¢, ze elastyczno$¢ substytucji
wyznaczona na podstawie funkcji CES wyniosta 0,926. Jest to warto$¢ bliska jed-
nosci, a jak wiadomo, funkcja Cobba-Douglasa szacowana jest przy zalozeniu, ze
elastyczno$¢ substytucji jest rowna 1.

Odlogarytmowane reszty dla analizowanych spotek przedstawione zostaly
w tabeli 1 oraz na wykresie 1°.

Tabela 1. Reszty wyznaczone na podstawie funkcji Cobba-Douglasa dla spotek przemystu
elektromaszynowego notowanych na GPW w Warszawie w 2004 r.

Spotki Reszty Spotki Reszty
Kopex 1,293 Relpol 0,587
Amica Wronki 1,209 Makrum 0,578
Lena Lighting 1,026 Rafako 0,565
Moj 0,986 Apator 0,564
Remak 0,971 Ponar Wadowice 0,476
ZPUE 0,841 Zelmer 0,435
Sonel 0,736 Rafamet 0,385
Zremb Chojnice 0,638 Polna 0,368
ZEG 0,608 Hydrotor 0,335

Zrédto: obliczenia whasne na podstawie danych z serwisu Notoria.

8 Sa to reszty naktadajace sie multiplikatywnie, co pokazuje wzor (10).
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Wykres 1. Reszty wyznaczone na podstawie funkcji Cobba-Douglasa
dla spotek przemystu elektromaszynowego notowanych na GPW w Warszawie w 2004 .

1,400
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R R N
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N
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Q
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Spotki

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie tabeli 1.

Zgodnie z postawiona hipoteza bardziej konkurencyjne sa te spoitki, ktore osia-
gaja wigksze przychody (dla danych aktywow trwatych i danej liczby zatrudnio-
nych). W rankingu konkurencyjno$ci na najkorzystniejszych pozycjach uplasowaty
sig trzy spotki: Kopex, Amica Wronki oraz Lena Lighting. W przypadku tych spotek
reszty byly wigksze od jednosci. Spotka Kopex osiagata przychody wigksze 0 29,3%
od wynikajacych z oszacowanego modelu, Amica Wronki — o0 20,9%, natomiast Lena
Lighting — 0 2,6%. Pozostate spotki osiagaty przychody mniejsze od spodziewanych
(wynikajacych z modelu). Najmniej konkurencyjne spotki to Hydrotor, Polna oraz
Rafamet. W spotkach tych przychody netto byly mniejsze od ,,oczekiwanych’ odpo-
wiednio 0 66,5%, 63,2% oraz 61,5%.

Podsumowanie

Reasumujac, mozna przyjaé, ze bardziej konkurencyjne spotki to te, ktore
osiagaja lepsze rezultaty w identycznych okoliczno$ciach (przy takich samych na-
ktadach majatkowych i takim samym zatrudnieniu). W zwiazku z tym do badania
konkurencyjnos$ci spotek mozna stosowaé reszt¢ odpowiednio zbudowanych modeli
ekonometrycznych.
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W artykule poréwnane zostaty dwa rodzaje modeli: funkcja o stalej elastyczno-
$ci substytucji (CES) oraz funkcja Cobba-Douglasa. Stosowanie kazdego z tych mo-
deli wiaze sig z szeregiem zalet i wad. Funkcja CES jest uog6lnieniem funkcji Cob-
ba-Douglasa, a wigc bez watpienia odnosi si¢ do szerszej klasy przypadkow. Z kolei
funkcja Cobba-Douglasa ma bardziej prosta i uzasadniona teoretycznie interpretacje.
To, ktéry model powinien by¢ stosowany, nalezy rozstrzyga¢ metodami statystycz-
no-ekonometrycznymi. Taka tez procedura zostata przyjeta w niniejszym zadaniu.

Funkcja CES oraz funkcja Cobba-Douglasa w zblizonym stopniu opisywaly
ksztaltowanie si¢ przychodéw netto w analizowanych spotkach. W zwiazku z tym,
ze w przypadku funkcji CES oceny parametrow nie byly (poza wyrazem wolnym)
istotne statystycznie do oceny konkurencyjnosci na podstawie reszt zastosowano
funkcje Cobba-Douglasa. W ostatnim etapie spotki zostaty uporzadkowane wedtug
stopnia konkurencyjnosci. Trzy najbardziej konkurencyjne w analizowanym sekto-
rze w 2004 1. spotki to: Kopex, Amica Wronki oraz Lena Lighting.

Literatura

Czerwinski Z., Matematyka na ustugach ekonomii, Wydawnictwo Uniwersytetu Ekonomicz-
nego w Poznaniu, Poznan 2011.

Ekonometria, red. J. Hozer, Katedra Ekonometrii i Statystyki Wydziatu Nauk Ekonomicz-
nych i Zarzadzania Uniwersytetu Szczecinskiego, Szczecin 1997.

Goryl A., Jedrzejczyk Z., Kukuta K., Osiewalski J., Walkosz A., Wprowadzenie do ekono-
metrii w przyktadach i zadaniach, PWN, Warszawa 1999.

Greene W., Econometric analysis, Fifth Edition, Prentice Hall 2003.

Hozer J., Mikroekonometria. Analizy diagnozy, prognozy, PWE, Warszawa 1993.
Maddala G.S., Ekonometria, PWN, Warszawa 2006.

Theil H., Zasady ekonometrii, PWN, Warszawa 1979.



MARIUSZ DOSZYN
ZASTOSOWANIE FUNKCJI O STALEJ ELASTYCZNOSCI SUBSTYTUCUI...

313

APPLICATION OF CONSTANT ELASTICITY OF SUBSTITUTION
AND COBB-DOUGLAS FUNCTIONS IN ANALYZING COMPETITIVENESS
OF COMPANIES REGISTERED ON WARSAW STOCK MARKET

Summary

In the article two types of econometric models in context of analysis of competitiveness
of stock companies were discussed. Constant Elasticity of Substitution and Cobb-Douglas
functions were presented and differences between them were also emphasized. Two types
of functions were estimated and compared. Competitiveness was evaluated on the basis of
residuals of Cobb-Douglas function for chosen stock companies in 2004.

Translated by Mariusz Doszyn

Keywords: CES production function, Cobb-Douglas production function, marginal rate of
technical substitution, elasticity of substitution, econometric analysis of impact
of subjective factors, competitiveness






