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O PEWNEJ WEASNOSCI ZBIORU MINIMALNEGO RYZYKA

Wprowadzenie

W artykule zbadano wlasno$¢ zbioru minimalnego ryzyka odkryta w 1964
roku przez W. Sharpe’a. Mowi ona o tym, ze dla danej populacji papieréw war-
tosciowych zachodzi zalezno$¢ liniowa migdzy wspotczynnikami 8 poszczegol-
nych papieréw wartosciowych i ich oczekiwanymi stopami zwrotu wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy wspotczynniki 8 sa wyznaczone wzgledem jakiegokolwiek port-
fela, ktory znajduje si¢ w zbiorze minimalnego ryzyka'.

Wtasno$¢ zbioru minimalnego ryzyka mozna przesledzi¢ na przykladzie
portfela Elektrimu, BRE, Uniwersalu, biorac pod uwage dwuletnie dane tygo-
dniowe od stycznia 1994 roku do stycznia 1996 roku. Poza tym przedstawiono
wykorzystanie metody programowania liniowego do wyznaczania portfeli
o okreslonych wagach, wspotczynnikach beta i zoptymalizowanym wspolczyn-
niku beta catego portfela.

1. Wyznaczenie zbioru minimalnego ryzyka

Po niezbgdnych obliczeniach dokonanych metoda tak zwanych mnoznikow
nieoznaczonych Lagrange’a otrzymano portfele efektywne umieszczone w tabe-
li 1. Symbole uzyte w tabeli oznaczaja odpowiednio:

E(R,) — oczekiwana stopa zwrotu portfela,

I Dowéd zob. w [1].



138 Henryk Kowgier

O yv (R,)— minimalna wariancja portfela odpowiadajaca oczekiwanej
stopie zwrotu E(R,),

Oyv (R,) — minimalne odchylenie standardowe portfela odpowiadajace
stopie zwrotu E(R,),

X1,X, x3 — wagi akcji odpowiednio Elektrimu, BRE i Uniwersalu w roz-
patrywanym portfelu.

Tabela 1
Przyktadowe portfele efektywne dla spotek Elektim, BRE, Uniwersal

Lp. k=ER,) Sy (Ry) oy (Ry) X X2 X3

1. 0,0049 0,00645 0,080 0,1162 0,868 0,0158
2. 0,0055 0,00693 0,083 0,2720 0,895 -0,167
3. 0,0060 0,00820 0,091 0,4140 0,919 -0,333
4, 0,0065 0,01000 0,100 0,5560 0,944 -0,500
5. 0,0070 0,01300 0,114 0,6990 0,968 —0,667
6. 0,0075 0,01700 0,130 0,8410 0,992 -0,833
7. 0,0080 0,02200 0,148 0,9830 1,017 —1,000
8. 0,0085 0,02600 0,161 1,1250 1,042 -1,167
9. 0,0090 0,03300 0,182 1,2680 1,065 -1,333
10. 0,0095 0,03900 0,197 1,4090 1,091 -1,500
11. 0,0100 0,05700 0,239 1,5520 1,115 -1,667

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Przedstawiajac graficznie na wykresie punkty stycznosci izoelips wariancji
1 warstwic oczekiwanej stopy zwrotu (z tabeli 1) dla spotek Elektrim i BRE,
uzyskano tak zwana lini¢ krytyczna? (wyznaczajaca wagi poszczegolnych akcji
w portfelach nalezacych do zbioru minimalnego ryzyka) — w tym wpadku jest to
linia krytyczna dla portfeli efektywnych. Wyznaczone 11 punktow lezy prawie
idealnie na linii prostej co potwierdza rowniez obliczony wspotczynnik korela-
cji migdzy wagami, ktdry jest w przyblizeniu rowny 1, wynosi bowiem 0,99998.
Oszacowana liniowa funkcja regresji liniowej migdzy wagami ma natomiast po-
stac: x, = 0,17198x; + 0,84798.

2 Zob. ibidem.
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Rys. 1. Fragment linii krytycznej dla spotek Elektrim i BRE

Zrodto: opracowanie wlasne.

Zbior minimalnego ryzyka dla portfeli Elektrim, BRE, Uniwersal ma (ko-
rzystajac z danych w tabeli 1, estymacji metoda Hookea-Jeevesa i quasi-Newto-
na) nastgpujace rownanie hiperboli:

(0-0,0397 _(R-0,0051) _
0,041 0,0011> '

Na rysunku 2 przedstawiono zbior minimalnego ryzyka wraz z dwoma styczny-
mi do tego zbioru odpowiadajacymi odchyleniu standardowemu 0,09, przy czym
jedna styczna poprowadzono do zbioru efektywnego, druga zas$ do dolnej czgsci
zbioru minimalnego ryzyka:

0.00114/(0 —0.039)> —0.041°

Rg(0)=0.0051+
£(@) 0.041

b

0.00114/(0 —0.039)> —0.041*

Rd(c)=0.0051—
0.041

b

Rsl(0) :=-0,045(c —0,09) +4,286-10~,
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Rs2(c) = 0,045(c —0,09)+5,914-107,

gdzie:
Rg(o) — zbior portfeli efektywnych (gora czg$¢ zbioru minimalnego ry-
zyka),
Rd(o) — dolna czg$¢ zbioru minimalnego ryzyka,
Rs1(0) — réwnanie stycznej do dolnej czg$ci zbioru minimalnego ryzyka,
Rs2(0) — réwnanie stycznej do zbioru portfeli efektywnych.
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Rys. 2. Zbior minimalnego ryzyka dla portfeli Elektrim, BRE, Uniwersal wraz z dwoma
stycznymi do tego zbioru odpowiadajacymi odchyleniu standardowemu 0,09

Zrodlo: opracowanie wilasne.

2. Zalezno$¢ miedzy $rednimi stopami zwrotu a wspolczynnikami
na wybranym przykladzie

Wspbdtczynnik 8 danego papieru wartosciowego na ogot informuje o tym,
o ile zmieni si¢ stopa zwrotu tego papieru, gdy stopa zwrotu portfela rynkowego
(zawierajacego wszystkie walory obarczone ryzykiem) zmieni si¢ o 1%. W in-
terpretacji geometrycznej 3 jest wspotczynnikiem kierunkowym tak zwanej linii



O pewnej wlasnosci zbioru minimalnego ryzyka 141

charakterystycznej, opisujacej zaleznos¢ migdzy stopa zwrotu danej akcji a sto-
pa zwrotu portfela rynkowego (np. indeksu gietdowego). W praktyce wspotczyn-
nik f danej akcji A jest obliczamy zgodnie ze wzorem:

_o(R)
m_ﬁ&)

T4p (D)

gdzie:
o (R,)— odchylenie standardowe akcji A,
0(R,)— odchylenie standardowe portfela,
ryp  — wspotczynnik korelacji migdzy akcja A oraz portfelem rynkowym.

W tabeli 2 podano wartosci wspotczynnikéw beta 1 wspotczynnikéw korelacji
danych spotek z portfelami rynkowymi majacymi odchylenia standardowe od-
powiednio 0,084; 0,090; 0,099, przy czym obliczenia wykonano dla sredniej sto-
py zwrotu: dla Elektrimu wynoszacej 0,005, dla BRE — 0,005, dla Uniwersalu —
0,002. Wytluszczona czcionka oznaczono warto$ci liczbowe odpowiadajace
portfelom ze zbioru efektywnego.

Tabela 2

Oszacowane wspotczynniki beta

Gp B Bai Bu YEp1 | TBP1 r'ypi Br Ba Bua TEP2 g2 | Tupr2
0,084 | 0,89 | 0,89 | 0,34 | 0,72 | 092 | 0,19 | 092|092 | 1,48 | 0,74 | 0,96 | 0,81
0,090 | 0,77 | 0,77 | 0,033 | 0,67 | 0,86 | 0,02 | 0,82 | 0,82 | 1,56 | 0,71 | 0,91 | 0,92
0,099 | 0,65 | 0,65 | -0,17 | 0,62 | 0,79 | -0,11 | 0,7 | 0,7 | 1,53 | 0,67 | 0,86 | 0,98
Zrodto: obliczenia wiasne.

Przy jej budowie tabeli wykorzystano rowniez oczywisty fakt, ze f,= 1
(dla portfela rynkowego ze zbioru minimalnego ryzyka). Nalezy dodac, ze
wspdtczynniki B = 0,89, Bz = 0,89, By = 0,34, sa odcigtymi punktow (0,890;
0,005), (0,890; 0,005), (0,340; 0,002) lezacych na prostej R1(f) = 0,0054 B +
0,000198 (odpowiada o, = 0,084 — portfel efektywny), wspotczynniki Bz =
0,770; Bgi = 0,770; Byy = 0,033 sa odcigtymi punktéw (0,770; 0,005), (0,770;
0,005), (0,033; 0,002) lezacych na prostej: R2(f8) = 0,00405 B + 0,001864 (od-
powiada o, = 0,09 — portfel efektywny), a wspdtczynniki B = 0,89; B = 0,89;
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Bui = 0,34 sa odcigtymi punktéw lezacych na prostej R3(f) = 0,0037 B +
0,002612 (odpowiada o, = 0,099 — portfel efektywny) — zob. rysunek 3.
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R1(P) — prosta pierwsza od dotu,
R2(fB) — prosta w $rodku, 0 05 | L5

R3(P) — prosta pierwsza od gory. B

Rys. 3. Zalezno$¢ miedzy $rednig stopa zwrotu a wspotczynnikami 8 dla spotek Elektrim,
BRE, Uniwersal w przypadku portfeli rynkowych ze zbioru efektywnego o od-
chyleniach standardowych 0,084; 0,090; 0,099

Zrodlo: opracowanie wilasne.

Zauwazmy, ze portfele o wartosci oczekiwanej 0,000198 (co odpowiada
B = 0) nie sa skorelowane z portfelem rynkowym odpowiadajacym o, = 0,084.
Analogicznie portfele o wartosciach oczekiwanych 0,001864 i 0,002612 nie sa
skorelowane z portfelami rynkowymi o odchyleniach standardowych odpowiednio
0,090 i 0,099. Fakt ten w prosty sposob wynika ze wzoru na wspétczynnik S.

Rozumujac podobnie, dla dolnej czgsci zbioru minimalnego ryzyka otrzy-
mano nastgpujace proste:

R5(B) =—-0,0054 B+ 0,01 (odpowiada przypadkowi o, = 0,084),
R4(B) =-0,00405 B+ 0,00831 (odpowiada przypadkowi o, = 0,009),
R6() =-0,0037 B+ 0,0076 (odpowiada przypadkowi o, = 0,099),

dla ktorych wspotczynniki Bg,, B, Bun sa odcigtymi punktéw lezacych na tych
prostych — zob. rysunek 4.
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R6(P) — prosta pierwsza od dotu,
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Rys. 4. Zalezno$¢ migdzy $rednig stopa zwrotu a wspotezynnikami 3 dla spotek Elektrim,
BRE, Uniwersal w przypadku portfeli rynkowych z dolnej czgsci zbioru minimal-
nego ryzyka o odchyleniach standardowych 0,084; 0,090; 0,099

Zrodto: opracowanie wlasne.

Zauwazmy, ze wszystkie portfele o wartosciach oczekiwanych 0,01000;
0,00831; 0,00760 nie sa skorelowane z portfelami rynkowymi z dolnej czesci
zbioru minimalnego ryzyka majacymi odchylenie standardowe odpowiednio
0,084; 0,09; 0,099. Z analizy rysunku 2 wynika, ze rozpatrujac portfele rynkowe
ze zbioru efektywnego i zblizajac si¢ coraz bardziej do portfela globalnego mi-

nimalnego ryzyka (E(R)); 0,y (R,))=(0,0049; 0,08) (jest to portfel o najmnie;j-

szym globalnym ryzyku, o ktorym mozna powiedzie¢, ze stosujac analiz¢ port-
felowa do samych akcji nie da si¢ juz bardziej obnizy¢ ryzyka), otrzymamy, ze
portfele nieskorelowane z tymi portfelami beda miaty coraz mniejsza stope
zwrotu. Rozpatrujac natomiast portfele rynkowe i zblizajac si¢ do portfela glo-
balnego minimalnego ryzyka, wzdhuz dolnej czgsci zbioru minimalnego ryzyka,
otrzymamy, ze portfele nieskorelowane z tymi portfelami bedg miaty coraz wyz-
sza stopeg zwrotu. Na uwagge zastuguje tez fakt, ze wspotczynniki beta (zob. ta-
belg 2) dla Uniwersalu — najmniejsze w kazdym wypadku dla portfeli efektyw-
nych — staja si¢ najwigksze dla portfeli z dolnej czesci zbioru minimalnego ry-
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zyka. Podobnie bardzo duzy wzrost wspotczynnikow korelacji z portfelami ryn-
kowymi odnotowano dla Uniwersalu w dolnej czg$ci zbioru minimalnego ryzy-
ka, czego nalezato si¢ spodziewaé na skutek wzrostu wspotczynnikow beta dla
tej spotki. Elektrim i BRE nie charakteryzowaty si¢ tak drastycznymi réznicami
wspotczynnikow beta i wspotczynnikow korelacii.

3. Wykorzystanie metody programowania liniowego do modelowania
warto$ci wag portfela przy optymalnym wspolczynniku S portfela
rynkowego

Mozna wykazaé?, ze wspotczynnik beta portfela rynkowego zawierajacego
N waloroéw jest srednig wazona wspotczynnikow beta poszczegolnych walorow,
czyli:

B,=>xpB, ()

gdzie:
B; — wspotczynniki beta poszczegolnych walorow (1 <i< N),
x; — wagi poszczeg6lnych waloréw w portfelu P (1 <1< N).

Wracajac do portfeli Elektrim, BRE, Uniwersal, sprobujmy sprawdzi¢, jakie za-
leznosci obowiazuja dla wag tego portfela, jezeli na przyktad zalezy nam na tym,
aby byt to portfel rynkowy, efektywny, o odchyleniu standardowym 0,084. Na
podstawie danych z tabeli 2 i wzoru (2) mamy:

1=0,89x, +0,89x, +0,34x,.

3
Korzystajac z tego, ze in =1 i przeksztalcajac powyzsza rownos¢, otrzymu-

i=1

jemy:

X, ==-x+1,2, x;=1-x—-x,=-0,2.

3 Zob. [3].
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Zatem wagi tego portfela majaq posta¢ ogélnie: (x,, —x, +1,2, —0,2), gdzie: x;
— waga Elektrimu, x, — waga BRE, x; — waga Uniwersalu.

Trojke szukanych wag po niezbednych rachunkach mozna przedstawi¢ na-
stgpujaco:

X _xl(ﬁl _ﬁs)"’(l_ﬁs) xl(ﬁl _ﬁ2)+(ﬁ2 _1) (3)
v ﬁz _ﬁs , ﬁz _ﬁs

Przyktadowy portfel ma na przyktad wagi x, =0,3,x, =0,9, x;, =—0,2. Oczywi-
$cie, podobnych portfeli mozna znalez¢ nieskonczenie wiele. Widac, ze ten port-
fel efektywny w kazdym przypadku wymaga krotkiej sprzedazy akcji Uniwersa-
lu. Biorac pod uwagg z tabeli inne portfele efektywne o odchyleniu standardo-
wym 0,090; 0,099 i korzystajac z zaleznosci (3), otrzymujemy trojki wag posta-
ci odpowiednio: (x,, —x, +1,31, —0,31), (x,, —x +1,42, —0,42). W tych
wypadkach réowniez jest wymagana krotka sprzedaz akcji Uniwersalu i to tym
wigksza, im zwigkszamy odchylenie standardowe. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze
zalezy nam na tym, aby wagi wszystkich spotek przyjmowaly jedynie wartosci
dodatnie przy takich samych jak poprzednio warto$ciach wspotczynnikow beta
i dodatkowo zoptymalizowanej warto$ci wspotczynnika beta dla portfela rynko-
wego. Problem ten mozna rozwiazaé stosujac na przyktad metodg programowa-
nia liniowego. Wykorzystujac do tego celu program Mathematica 4.0 Profesio-
nal, otrzymujemy:

ConstrainedMax[0,89 - x, +0,89 - x, + 0,34 - x;,

{x, 20,1, x, 20,1, x; 20,1, x, +x, +x; <1},

{x, X, x4,

ConstrainedM 0,77 - x, + 0,77 - x, + 0,033 - x,,

{x,20,1, x, 20,1, x; 20,1, x, +x, + x; <1}, {x;, x,, x3}],

{0,6963, {x, > 0,8, x, > 0,1, x, > 0,1}}.

W pierwszym przypadku uzyskali$my maksymalna warto$¢ wspotczynnika

beta dla portfela rynkowego B =0,835 oraz wagi Elektrimu, BRE i Uniwer-

pmax

salu odpowiednio 0,8; 0,1; 0,1. Podobnie rzecz wyglada w drugim przypadku,
przy czym B, =0,6963.
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Zmieniajac nieco warunki mamy:
ConstrainedMax[0,89-x, +0,89- x, + 0,34 - x;,
{x, 20,01, x, 20,01, x; 20,01, x, +x, +x; <1},
{x, Xy, X311,

10,8845, {x, = 0,98, x, = 0,01, x;, = 0,01} },

ConstrainedMax[0,77 -x, + 0,77 - x, + 0,033 x;,

{x, 20,01, x, 20,01, x; 20,01, x, +x, +x; <1},

{xlﬂ x29 x3}]3

{0,76263, {x, = 0,98, x, - 0,01, x;, > 0.01}}.
Zmieniajac warunki ograniczajace i przyjmujac x, 210" dla 1<;<3 oraz
n >3, mozna sprawdzi¢, ze optymalny wspotczynnik 3, coraz bardziej dazy do
najwigkszego B wystepujacego w zapisie optymalizowanej funkcji liniowe;j,
waga Elektrimu — do 1 a pozostate wagi do zera.
Przyjmujac te same warunki ograniczajace w przypadku wspotczynnikow beta
0,82, 0,82, 1,56, lub 0,92, 0,92, 1,48 lub 0,70, 0,70, 1,53 dzieje si¢ podobnie,
czyli optymalne bety dla portfeli daza odpowiednio do 1,56, 1,48, 1,53 z tym ze
z wagami spotek dzieje si¢ odwrotnie niz poprzednio, gdyz dla odmiany wagi
Elektrimu i BRE daza do zera, a Uniwersalu do jedynki. Wida¢ z tego, ze moz-
na nieco sterowac¢ warunkami ograniczajacymi, uzyskujac nieco wyzsza warto$¢
wspotczynnika beta dla portfela.

Troche inaczej jest z wagami spotek przy rozpatrywaniu portfela z dolnej
czgscei zbioru minimalnego ryzyka, ktory ma odchylenie standardowe na przy-
ktad rowne 0,09. Postepujac analogicznie, otrzymujemy:

1=0,82x, +0,82x, +1,56x;,

przy czym trojki wag maja postaé: (x,, —x, +0,76, 0,24). Mozliwe jest tutaj
utworzenie nieskonczenie wielu portfeli o wszystkich wagach dodatnich, a kon-
kretnie dla x,, x,€ (0, 0,76), x, =0,24. Gdy odchylenie standardowe jest row-
ne 0,084 1 0,099, otrzymujemy trojki wag: (x;, —x; + 0,86, 0,14) i (x;, —x; + 0,64,
0,36). Tu rowniez mozliwe jest utworzenie nieskonczenie wielu portfeli
o wszystkich wagach dodatnich przy statej warto$ci wagi Uniwersalu na pozio-
mie 0,14 lTub 0,36, przy czym udziat wagi Uniwersalu w portfelu ro$nie wraz ze
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wzrostem odchylenia standardowego — odwrotnie niz dla zbioru efektywnego.
Jak wida¢ z rozwazan dotyczacych portfeli Elektrim, BRE, Uniwersal, w dolnej
czg$ci zbioru minimalnego ryzyka mozna juz wygenerowac nieskonczenie wiele
portfeli o wszystkich wagach dodatnich, co spowoduje, Zze nie trzeba prowadzic¢
krotkiej sprzedazy. Inwestor jednak osiaga w tym przypadku relatywnie mniej-
sza stopg zwrotu niz dla portfeli efektywnych.

Whioski

W artykule pokazano, jak dziala wlasnos¢ Sharpe’a w odniesieniu do wy-
branego portfela. Wykorzystanie metody programowania liniowego (zawartego
w programie Mathematica 4.0 Profesional) pozwala znajdowac na przyktad port-
fele charakteryzujace si¢ dodatnimi wagami przy z gory okreslonych wspotczyn-
nikach f3 poszczeg6lnych waloréw i maksymalizowanym wspoétczynniku beta sa-
mego portfela.
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ON A CERTEIN PROPERTY OF SET OF MINIMUM RISK

Summary

In the article author presented method working of Sharpe property on select port-
folio. Besides use Mathematica 4 Programme he shew how to find with positive weights
portfolios beside given coefficients beta of values and maximum coefficient the beta of
portfolio.

Translated by Henryk Kowgier



